
 

    8 

1
.1

 

 الجُمْهوريَّة العَربيَّة السُّوريَّة
 ةوزارة التّربيَ 

 المركز الوطني لتطوير المناهج التربوية

 

ات
ّ
ياضي

ّ
 الر

 

 انوي الثّ الأولف الصّ

 الجبرحلول تمارين كتاب 

 

 

العام الدراسي
 

 م ۲۰١٦ - ۲۰١٥ 

 ھ ۱٤٣٧ - ۱٤٣٦



     9 

 

 

 

 

 

 

 محفوظة   شرِوالنَّ حقوقُ التأليفِ

 ةوريّة السّة العربيّ في الجمهوريّ ربيةِالتّ لوزارةِ

 

 

 محفوظة   لتوزيعِوا الطبعِحقوقُ 

 للطباعةِ  العامةِ للمؤسسةِ

 

 م ۲۰١٦ - ۲۰١٥ الدراسية للعام ل مرَّع أوَّبِطُ

 

  

 المؤسسة العامة للطباعة



      10  

 

 إعــداد  

 بسام بركات ميكائيل الحمود اـعمران قوب .أ.د

 غدير اندراوس   يـام علـعص  قاأيشوع اسح
 

 

 

 المراجعة والتدقيق العلمي

 الأستاذ الدكتور عمران قوبا

 

 

 

 

 

 

 

 



     11 

 

 مُقدّمة

 
  

 

 

 

 

 

 

 المُعدّون  



      12  

 المحتوى

 7 ........................................................................................................................... الأعداد الحقيقية وخواصها 

 26 .......................................................................................................................................................... ومسائلتمرينات 

 43.............................................................................................................................................................. مفهوم التابع 

 53 .......................................................................................................................................................... تمرينات ومسائل

 60................................................................................... المعادلات والمتراجحات من الدرجة الثانية 

 76 .......................................................................................................................................................... تمرينات ومسائل

 92 ............................................................................................................................................................. التوابع المألوفة 

 105 ....................................................................................................................................................... تمرينات ومسائل

 121............................................................................................................................ مبادئ في الاحتمالات 

 122 ....................................................................................................................................................... تمرينات ومسائل

  
 

 

 
 

 
 



7 

 

 اـوخواصه ةيالأعداد الحقيق 

 

 
 

 مجموعات الأعداد

 العبارات الجبرية

 المعادلات الجبرية

 الترتيب في مجموعة الأعداد الحقيقة 

 
 
 
 
 
 
 

11 



 

8 

 تدرّب

 :لمقولات التالية معل ِّلًا إجابتكأجب بصح أو خطأ، عن ا
 عشري هو عددٌ عادي. كلُّ كسر 

 مقلوب عددٍ عادي غير معدوم هو عددٌ عادي.

 عشري. عددكلُّ عددٍ صحيح هو 

 .عشري غير معدوم هو عددٌ  عشري مقلوب عددٍ 

  
على الصورة كلُّ كسر عشري ، لأن صح يكتب 

10n
a  معa  صحيح وn  طبيعي فهو يكتب

aعلى الصورة 

b
 .ي غير معدوم  طبيع bصحيح و  aمع  

ن  العدد العادي  هو عددٌ عادي غير معدومٍ  مقلوب عددٍ عادي  صح ،   ، إذْ أَ
a

b
و  aمع  

bمقلوبه هو العدد العادي  كلٌ منهما غير معدوم  عددان صحيحان وb

a
. 

010يكتب على الصورة  aفكل عدد صحيح  عشري. عددكلُّ عددٍ صحيح هو صح،  

a . 

3العدد  .ليس بالضرورة عدداً عشرياً  معدومٍ  غير   عشري  مقلوب عددٍ خطأ، 
0.3

10
مثلًا ، هو  

1عدد عشري ، بينما مقلوبه   10
3.3333

0.3 3
 ليس عشرياً ) غير منتهٍ (. 

 اختزل الكسور التالية واكتبها بأبسط صيغة :
15 25 20 32 24 18

50 22 14 24 60
12 33 22 91 14 18

121 16 143 56

D C B A

H G F E
  

 
15 10 4 36

44 7 3 5
36 11 91 9

11 8 143 2

D C B A

H G F E
 

 تدرّب

 :إلى جداء عوامل بسيطة الآتية العبارة حل ِّل
2( 1)(2 3) ( 1)( 2) 5( 1)A x x x x x 

 
)نخرج العامل المشترك بين الحدود الثلاثة وهو  1)x خارج قوسين  

 الحل

 الحل

 الحل
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( 1) (2 3) ( 2) 5( 1)A x x x x 

   الأقواس الصغيرة نفكُّ 
( 1) 2 3 2 5 5A x x x x 

 نجمع الحدود المتشابه
( 1) 8 6A x x 

ذا أخذنا   مشتركاً من القوس الثاني وجدنا: عاملاً وا 
2( 1)(4 3)A x x 

4اختزل في حالة  

3
x  ة التالية بعد أن تحل ِّل البسطالعبار

2 2( 1) (2 3)

3 4

x x
A

x
. 

 نحلل البسط :
2: وفق البسط فرق مربعي حدين، نحلله إلى جداء مجموع الحدين في فرقهما 2 ( )( )a b a b a b  

1 2 3 1 2 3

3 4

x x x x
A

x
 

 نجمع الحدود المتشابهة ضمن الأقواس نجد:

 2 3 4

3 4

x x
A

x
 

3باختصار   4x 2نحصل على الناتج النهائي :   .من البسط والمقامA x 
أثبت أن   

2

2 6 5B 3ي كتب بالشكلa bحيثa وb .عددان صحيحان 
 الإثبات: 

2إذا استعملنا المتطابقة:  2 22a b a ab b  لحساب
2

2  وجدنا:  6
2

2 22 6 5 ( 2) 2 2 6 ( 6) 5B 

بمعرفة 
2

: 0a a a  وتطبيقها في الحساب والاستفادة من القاعدة.x y x y :  نجد أنَّ
2 2 2 6 6 5 3 2 12B 

12 ولما كان 4 3 4. 3 2  ن :وجدنا أ 3
3 2(2 3) 3 4 3B 

أثبت أن   
2 2

3 2 3 3 2 3B .عددٌ طبيعي 
 الإثبات: 

2نفك الأقواس التي أخذنا مربعها باستعمال المتطابقتين  2 22a b a ab b  ،
2 2 22a b a ab b  الآتي: المقدارفنحصل على 
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2 2 2 2(3 2) 2(3 2)( 3) ( 3) (3 2) 2(3 2)( 3) ( 3)B 

بمعرفة أنَّ 
2

: 0a a a  يكون
2 2

3 2 9 2 a.وبمعرفة  18 b a b  وتطبيقها
 في الحساب نجد:

18 6 6 3 18 6 6 3 42B 
 بالإصلاح ينتج:

18 6 6 3 18 6 6 3 42B
 
 
 

 :التالية التكعيبية أثبت صحة المتطابقات
3 3 2 2 3

3 3 2 2 3

3 3 2 2

3 3 2 2

( ) 3 3

( ) 3 3

( )( )

( )( )

a b a a b ab b

a b a a b ab b

a b a b a ab b

a b a b a ab b

 

. فنبدأ من الطرف الأيسر ،حدتهانثبت صحة كل متطابقة على   .LS الأيمن  الطرف للوصول إلى. .RS 
 كما يأتي :

3إثبات صحة  3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b: 
 نبدأ بحساب الطرف الأيسر من المتطابقة فنكتب المقدار المرفوع للدرجة الثالثة على صورة جداء 

3 2. . ( ) ( ) ( )LS a b a b a b 
2نستعمل  2 22a b a ab b :فنجد 

2 2. . ( 2 ) ( )LS a ab b a b 
 ننجز عملية الضرب لينتج: 

2 2 2 2

3 2 2 2 2 3

. . ( 2 ) ( 2 )

2 2

LS a a ab b b a ab b

a a b ab a b ab b
 

 الحدود المتشابهة لننتهي إلى إثبات العلاقة المنشودة بجمع
3 2 2 3. . 3 3 . .LS a a b ab b RS 

3إثبات صحة المتطابقة  3 2 2 3( ) 3 3a b a a b ab b: 
وع للدرجة الثالثة على صورة جداء نبدأ بحساب الطرف الأيسر من المتطابقة فنكتب المقدار المرف

2 ستعملنو  2 22a b a ab b :فنجد 
2 2. . ( 2 ) ( )LS a ab b a b 

 

 الحل
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 ننجز عملية الضرب لينتج: 
2 2 2 2

3 2 2 2 2 3

. . ( 2 ) ( 2 )

2 2

LS a a ab b b a ab b

a a b ab a b ab b
 

 بجمع الحدود المتشابهة نتوصل إلى العلاقة المنشودة
3 2 2 3. . 3 3 . .LS a a b ab b RS 

3   :إثبات صحة المتطابقة 3 2 2( )( )a b a b a ab b: 
:  نبدأ بحساب الطرف الأيمن من المتطابقة فننجز عملية الضرب ثم نجمع الحدود المتشابهة فنجد أنَّ

2 2 3 2. . ( )( )RS a b a ab b a a b 2ab 2a b 2ab 3

3 3 . .

b

a b LS
 

ة المتطابقة  3إثبات صح  3 2 2( )( )a b a b a ab b: 
: ننجز عملية الضرب في الطرف الأيمن،  و من ثَم نجمع الحدود المتشابهة  فنجد أنَّ

2 2 3 2. . ( )( )RS a b a ab b a a b 2ab 2a b 2ab 3

3 3 . .

b

a b LS
 

11أثبت أن العدد   6 2 11 6 2a صحيح وعي نه. عدد 

  
11نلاحظ أن المقدار يحوي مجموع جذرين لذلك نربع المقدار  6 2 11 6 2a    فيكون  ، 

2
2 11 6 2 11 6 2a   2إذا استعملنا المتطابق التربيعية 2 22a b a ab b 

 وجدنا: 
2 2

2 11 6 2 2 11 6 2 11 6 2 11 6 2a 

نتذكر أنَّ 
2

: 0a a a  َّو أن.a b a b :ونطبقه على العبارة السابقة كما يأتي 
2 11 6 2a 2 (11 6 2)(11 6 2) 11 6 2

22 2 (11 6 2)(11 6 2)
 

 تحت الجذر التربيعي جداء مجموع مقدارين بفرقهما استعملنا المتطابقة التربيعية  المقدارولما كان 
2 2 ( )( )a b a b a b  :ووجدنا 

2 2 222 2 (11) (6 2)a 
مرة ثانية، بالاستفادة من العلاقة  

2

: 0a a a  :تصبح العبارة السابقة على الصورة الآتية 
2 22 2 121 36 2 22 2 49 22 14 36a 

36مجموع جذرين تربيعين وجدنا أنَّ   موجباً  aولما كان العدد  6a  .وهو عدد صحيح ، 

 الحل
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 تدرّب  

  حل  المعادلات التالية : 

 

2 2

2 2

2

5 5 1 16

1 2( 1) 1 0 2 2

3 1 1 0 2 1 4 5 0

x x

x x x

x x x x x

  

ننقل كل المقادير إلى جهة واحدة من المساواة نحصل على   إلى لحل المعادلات من        
2المعادلة   2 0a b

 
2وباستعمال المتطابقة   2 ( )( )a b a b a b  نصل إلى معادلة على

)الصورة  )( ) 0a b a b   0التي تكافئ المعادلتينa b ، 0a b 
2
1 16x 

 بالنقل إلى جهة واحدة من المساواة ينتج 
                                              2 21 4 0x 

2طابقة باستعمال المت 2 ( )( )a b a b a b : نحصل على المعادلة 

1 4 1 4 0x x 
 بتبسيط ما داخل كل من القوسين نكتب المعادلة على الصورة:

5 3 0x x

 

 
5يكون  0x  3أو أن يكون 0x   5ومنهx  3أوx 

,3فمجموعة حلول المعادلة هي  5

 
2
5 5x 

 بالنقل إلى جهة واحدة من المساواة ينتج أنَّ 
                                             

22
5 5 0x 

2باستعمال المتطابقة  2 ( )( )a b a b a b : نحصل على المعادلة 
5 5 5 5 0x x

 

 

 بفك الأقواس الصغيرة نجد أنَّ :
5 5 5 5 0x x

 

 
5يكون  5 0x  5أو أن يكون 5 0x   5ومنه 5x 5أو 5x 

5فمجموعة حلول المعادلة هي  5 , 5 5

 

 الحل
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2
2 2x

 
، بالنقل إلى جهة واحدة ومن ثم بالتحليل واستعمال متطابقة فرق مربعي كما في السؤالين السابقيننحل 

  :  حدين والإصلاح نجد أنَّ
22

2 2 0

2 2 2 2 0

2 2 2 2 0

x

x x

x x

 

2ي فمجموعة حلول المعادلة ه 2,2 2. 
2
1 2( 1) 1 0x x 

)في هذه المعادلة لدينا في الطرف الأيسر المقدار  1)x  2ومربعه
1x  على صورة نستطيع معها

2استعمال المتطابقة التربيعية  2 2( ) 2a b a ab b  :كما يأتي

 
22

1 2( 1) 1 1 1x x x 
2بإصلاح ما بين القوسين نحصل على المعادلة :  

2 0x

 

2التي تكافئ المعادلة  0x 
 2فمجموعة حلول المعادلة هي 

)ية للمقدارويمكن حل هذا السؤال دون كتابة الطرف الأيسر على صورة متطابقة تربيع 1)x  بل على
، إذ أننا بفك الأقواس في الطرف الأيسر للمعادلة وجمع الحدود  xصورة متطابقة تربيعية للمجهول 

2المتشابهة نجد أنَّ :    4 4 0x x  2ومنه
2 0x .ونتابع كالسابق 

2 1 4 5 0x x x 
 لدينا جداء ثلاثة مقادير يساوي الصفر ، فإن أحدها على الأقل مساوٍ للصفر .

2إما أن يكون  0x   1أو 0x    4أو 5 0x  وهي معادلات من الدرجة الأولى بمتغير .
2x  ،1x  ،5التوالي هي : واحد حلولها على 

4
x. 

5فمجموعة حلول المعادلة هي 
,1,2
4

. 
2

3 1 1 0x x 
فهو عامل مشترك، بأخذ هذا  1xكل الحدود في الطرف الأيسر للمعادلة تحتوي على المقدار 

 :  العامل المشترك خارج قوسين نجد أنَّ
 ( 1) 3 1 0x x  
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)نكتب المقدار بين القوسين الكبيرين دون استعمال أقواس صغيرة فنجد أن 1)(3 1) 0x x 
)وبالاختصار  1)(2 ) 0x x  2إما 0x 1و أ 0x  2ومنهx  1أوx   

 1,2فمجموعة حلول المعادلة هي 
2أثبت أن   2هو حلٌّ للمعادلة   1 2 1 0x x هناك حلٌّ آخر ؟، هل 

2  العددبـ x كلالطرف الأيسر للمعادلة نعوض في      لنجد : 1
2

2 2 1 2 1 2 2 1 1x x  
2نفك الأقواس مستعملين المتطابقة التربيعية   2 2( ) 2a b a ab b  الآتي:نحصل على 

2 2 2 1 2 2 2 1 0 
2فالعدد   يحقق المعادلة فهو جذرٌ لها. 1

نعم يوجد جذر أخر للمعادلة والهدف من طرح هذا السؤال هو إثارة شغف الطلاب حول المعادلة من 
 الدرجة الثانية والتي سيتعلمها الطالب بالتفصيل في الوحدة الثالثة. 

5أثبت أن    1

2
2هو حلٌّ للمعادلة   1x xهل هناك حلٌّ آخر ؟ ، 

5بالعدد  xإذا عوضنا كل   1

2
 ى ما يأتي في الطرف الأيسر للمعادلة حصلنا عل 

2
2

2

2

5 15 1

2 2
x

 حيث استعملنا الحقيقة الآتية : "مربع الكسر يساوي مربع البسط على مربع المقام" 
ثم استعملنا متطابقة مربع مجموع عددين لحساب مربع البسط ثمَّ قمنا بجمع الأعداد و اختزال الناتج  

 فكانت النتيجة: 
2 5 2 5 1

4
6 2 5

4
3 5

2

x

 

5بالعدد  xعوضنا كل إذا  1

2
 في الطرف الأيمن للمعادلة حصلنا على ما يأتي 

5 1 2 1 5 3 5
1 1

2 2 2 2
x 

 الحل

 الحل
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2مما سبق نجد أن  1x x  1من أجل 5

2
x  1فالعدد 5

2
 لمعادلة.جذرٌ ل 

 نعم يوجد جذر أخر للمعادلة

 فكّر

يسم ى العدد
5 1

2
 العدد الذهبي. 

 CDBو ABCمثلث متساوي الساقين، والمثلثان ABCفي الشكل المجاور، 
]متشابهان، و ]CD  ف للزاوية  .AC. تيق ن أن  BCAمنص ِّ

 
أنَّ المثلث  متساوي الساقين، استنتجناABC، ولما كان المثلث CDBو ABCمن تشابه المثلثين 

CDB  متساوي الساقين وكانت نسبة الساق إلى القاعدة واحدة في كلا المثلثينCA CB

CB BD
ومنه  

1

1

CA

BD
ACفإذا افترضنا أنَّ   x ،BD y1ابقة على الصورة : ، كتبنا المساواة الس

x
y

 

]ولما كان  ]CD  فاً للزاوية CAوجدنا التناسب BCAمنص ِّ DA

CB DB
، وباستعمال خواص التناسب  

DA DB CA CB

DB CB
1ومنه 

1

x x

y
1، إذن   1 x

y x
. بالتعويض نحصل على العلاقة  

1 x
x

x
2إذن   1x x ولما كان ،x  موجباً كان مساوياً للجذر الموجب للمعادلة ومن السؤال

5السابق وجدنا أن  1

2
x . 

aيكون عددين موجبين   bو  aفي حالة b  ًومن ثَم  ينتج من المساواة :موجبا ، 

 
22bأن  للمقدارين  a وb a أحدهما موجباً تماماً كان الآخر موجباً تماماً. الإشارة نفسها. فإذا كان 

 فكّر

 موجبين ؟ bو aهل تبقى النتيجة السابقة صحيحة إذا لم نفترض العددين  

)لا ، لا تبقى النتيجة صحيحة ، لأنه في هذه الحالة ، ليس بالضرورة أن يكون  ) 0b a  مثلًا .
2لدينا  2لكن  3 22 1، وكذلك 3 2لكن  2 21 2. 

 

 الحل

22 ( )( )ba aa bb
 موجب

1

A

C

D

B
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 تدرّب

17: أثبت صحة كلٍ من المتراجحتين
2
12

41و    
2

29
. 

17ة الفرق نستكشف إشار 
2
12

2،17بناءً عليه نحدد جهة المتراجحة التي تربط بين القيمتينو  
12

  :  
د المقامات     بدايةً نوح ِّ

                                                     17 12 2 17
2
12 12

 
 ة البسط غير واضحة لذا نضرب البسط والمقام بمقدار يساعدنا في إزالة الجذر من البسط إشار 

12 2 17 12 2 1717
2
12 12 12 2 17

 

نتابع الحساب في البسط ونستعمل المتطابقة التربيعية "جداء مجموع عددين في فرقهما يساوي فرق 
 مربعي العددين" فنحصل على الآتي:

2
212 2 1717

2
12 12(12 2 17)

 

2لما كان  و  2
212 2 12 2 144 2  وجدنا أنَّ  288

2
212 2 1717 288 289 1

2 0
12 12(12 2 17) 12(12 2 17) 12(12 2 17)

  

من إشارة الفرق السالبة استنتجنا أن 
  

17
2
12

 . 
 نثبت صحة المتراجحة الثانية بالطريقة ذاتها فنحسب الفرق بين العددين الذين سنقارن بينهما:

لجذر من البسط الذي يحتوي على فرق إشارته غير واضحة نحصل على بعد توحيد المقامات و إزالة ا

41                                                    المساواة: 41 29 2 41 29 2 41 29 2
2

29 29 29 41 29 2
 

باستعمال المتطابقة التربيعية نجد أن
22

41 29 241 41 29 2 41 29 2
2

29 29 41 29 2 29(41 29 2)
 

 بمتابعة الحساب نحصل على النتيجة الآتية
41 1681 1682 1

2 0
29 29(41 29 2) 29(41 29 2)

 

41من إشارة الفرق المدروس نستنتج أنَّ :  
2

29
  

41من المتراجحتين السابقتين نكون قد أثبتنا صحة المتراجحة المزدوجة   17
2

29 12
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 توضيح :

 إذ أن  الآلة الحاسبة تعطينا :  2تفيدنا المتراجحتان السابقتان في إيجاد القيمة التقريبية للعدد  
2 1.4142135623730950488016887242097 

17و   
1.41666666666666666666666666666666

12
 

41و    
1.4137931034482758620689655172414

29
 

41ومنه يتضح صحة المتراجحة الثنائية    17
2

29 12
 . 

 وكذلك لدينا الخاصة المهمة التالية:
1. عندئذ يكون موجبين تماماً عددين  bو aليكن 1

a b
a إذا وفقط إذا كان  b. 

 لماذا ؟

 العلاقة السابقة هي علاقة تكافؤ وتعني:
 دين موجبين تماماً، عد bو aإذا كان 
aوكان  b   1فإن 1

a b
. 

 عددين موجبين تماماً، bو aإذا كان 
1وكان  1

a b
aفإن   b . 

 :التعليل

aعددين موجبين تماماً و  bو aإذا كان  b  0كانb a   1ومنه 1
0

b a

a b a b
       

0a)حيث  b 1( أي 1

a b
. 

1عددين موجبين تماماً و bو aإذا كان  1

a b
1كان   1

0
b a

a b a b
0bأي   a 

0aحيث  ( b  أي )a b. 

 تدرّب

 لإجابات الصحيحة من بين الإجابات الثلاث المقترحة فيما يلي :بي ن ا 
  3إذا كانx : كان 

 1 2x 1 4x 1 4x. 
  2إذا كانx : كان 

 2 4

3 3
x 2 2

2
3 3
x 2

3
3
x. 

  0إذا كان 1a : كان 

 2a a 2 1a 2a a. 
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  0إذا كان 3a : كان 

 1 1

3a
 1 1

3a
 1 1

3a
. 

  1إذا كان
2

2
a : كان

 
 

 1 1
2

2 a
 

2

1 1
4

4 a
 1

2
2

a. 

  1إذا كان 3

3 4
x 1 و 1

6 2
y : كان 

 1 5

2 4
x y 1 3

18 8
xy 1 8

18
3xy

. 

 في الحالات التالية : bو aقارن بين العددين  

25 23

53 54

. 5 7, 6 . 5, 2 6

1 7
. , . 8, 3 7

102
9.01 90.11

. 135 10 , 2.1 10 . ,
10 10

a b a b

a b a b

a b a b

 

5, 2 6a b 
0لما كان  , 0a b  2و 225, 24a b  2) أي أن 2a b(  كانa b. 

5 7, 6a b 
0لما كان  , 0a b  2و 235, 36a b  2) أي أن 2a b كان )a b. 

. 8, 3 7a b 
0لما كان  , 0a b  2و 264, 63a b  2) أي أن 2a b كان )a b. 

1 7
,

102
a b 

0لما كان  , 0a b  2و 21 50 49
,

2 100 100
a b  2) أي أن 2a b كان )a b. 

53 54

9.01 90.11
,

10 10
a b 

وجدنا  aلحساب  10إذا ضربنا البسط والمقام بالعدد 
53 54

9.01 90.1

10 10
a ومنه ،a b. 
25 23135 10 , 2.1 10a b 

25لدينا  23135 10 1.35 10a ومنه ،a b. 
 المعطى:رط ت حق ق الشَّ  aبين عددين، إذا علمتَ أن   Aاحصر المقدار ، في كلٍ  مما يلي
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2

2

1 1 1 1 3
. , 2 . , 3
4 2 2 2
.1 2, 1 3 .5 9, 2

.8 15, 1 1 .6 11, 2

a A a A a
a

a A a a A a

a A a a A a

 

 
1 3

2 2
a 

21نرب ِّع المتراجحة المزدوجة نحصل على المتراجحة                                          9

4 4
a 

21المتراجحة المزدوجة                                    لأطراف 3نضيف  9
3 3 3

4 4
a 

13نحصل على المتراجحة المطلوبة                                                       21

4 4
A     

                                    1 1

4 2
a 

ووجدنا  وغيرنا جهة المتراجحاتلما كانت أطراف المتراجحة المزدوجة كلها موجبة أخذنا مقاليب الأطراف 
 : 1                                                                                                                                أنَّ

2 4
a

 

1من اطراف المتراجحة فنحصل على المطلوب                                 3نطرح 
0 2 2
a

 
0و المتراجحة المطلوبة هي  2A 

5 9a 
5المتراجحة                   نأخذ الجذر التربيعي لأطراف المتراجحة دون تغيير جهة  3a 

5لأطراف المتراجحة                                     2نضيف العدد  2 2 3 2a 
5ونكون قد حصلنا على المتراجحة المبتغاة      2 5A 

1 2a 
0من أطراف المتراجحة                                                 1نطرح العدد  1 1a 

2                          ولما كانت  أطراف المتراجحة موجبة ربعنا وحصلنا على 
0 1 1a 

2من أطراف المتراجحة                                  3 بطرح العدد
0 3 1 3 1 3a 

3و المتراجحة المنشودة هي        2A 
6 11a 

4                                       من أطراف المتراجحة                 2نطرح  2 9a  
2نأخذ الجذر التربيعي                                                                2 3a 

2         والعلاقة المطلوبة هي     3A  

 الحل
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8 15a 
9إلى أطراف المتراجحة                                                1نضيف العدد  1 16a 

3                                                                  نأخذ الجذر التربيعي لأطراف المتراجحة  1 4a 
2                                                            من أطراف المتراجحة     1نطرح العدد  1 1 3a 

2  والنتيجة المرجوة  هي 3A                                               
4ما إشارة  كلٍ  من العددين  5 1و 9

2 2 3
 ؟ 

4لدراسة إشارة العدد  5 4نضع   9 5 , 9a b  2ولنحسب 2a b : 
2 2 216 5 9 80 81 1 0a b 

a,ن ولما كا b  2عددان موجبين و 2a b  كانa b  4أي 5 9 0 
aأو بشكلٍ آخر: لكلٍ من العددين  b  ،2 2a b الإشارة ذاتها، ولما كان 

2 2 0a b  كان
0a b 4، ومنه 5 9 0. 

1لدراسة إشارة العدد

2 2 3
2نضرب البسط والمقام بالعدد   2 3  : 

1 2 2 3 2 2 3
2 2 3 0

12 2 3 2 2 3 2 2 3 
 تدرّب

مدر ج مجموعة الأعداد الحقيقي ة التي ت حق ِّق الشرط المعطى في كلٍ  من الحالات  مث ِّل على مستقيم 
 التالية :

3

2
1 2 0 1 2 3x x x x 

2 3x 
 
 

3

2
1x 

 
 

0x 
 

 كل المستقيم المدرج ماعدا الصفر

0
 

2
 

1
 

5
 

3
 

3
 

0
 

3

2

 

1 1 

1

2

 

5

2

 

0
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1 2x 
 
 

 التي ت حق ق الشرط المبيَّن في كلٍ  من الحالات التالية : xعي ن، في حال وجودها، قيم 
25 10 3 2

8 5 3 2

2 3 6 5 5

x x

x x x x

x x x x

 

3 2x 
3إما  2x  5ومنهx  3أو 2x  1ومنهx  1بالتالي, 5x 
,1ومنه  2يساوي  3عن  xأو بعد * 5x 

25 10x 
25إما  10x  210ومنه 5x  25أو 10x  25ومنه 10x 

2بالتالي  210 5, 10 5x 
3 2x x 

2بالتربيع نجد أنَّ  23 2x x 
2عية           بفك المتطابقات التربي 26 9 4 4x x x x 

2بالإختصار نجد                                 5x 
5هي                               xومنه قيمة 

2
x 

3 على الصورة  يمكن إعادة كتابة المعادلة* 2x x 
5ومنه  2عن  xيساوي بعد  3عن  xبعد و 

2
2.5x 

A* المساواة  B  ( تكافئA B أو A B )  
3وفي مسألتنا نحصل على المعادلتين:  2x x   5وحلُّها

2
x 

3أو            2x x  3التي تكافئ المعادلة  وهي معادلة مستحيلة لا حل لها . 2
5فالحل هو 

2
x 

 بنفس الطريقة نحلُّ المعادلة الأخيرة
8 5x x 

2إذا ربعنا طرفي المعادلة واستعملنا الحقيقة الآتية  
2A A حصلنا على المعادلة الآتية: 

2 2
8 5x x 

 :ثم نقل إصلاح المعادلة وجدنا الآتي لو قمنا بفك المتطابقات التربيعية ومن 

0
 

3
 

1
 

1 

2
 

2
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2 216 64 10 25x x x x 
39: ثم المعادلة من الدرجة الأولى الآتية 26x 39:       تقبل الحل الآتي التي 3

26 2
x 

3ومنه   5عن  xد يساوي بع 8عن  xأو بعد * 

2
x 

 
ت التي ت حق ق الشرط المبيَّن في كلٍ  من الحالا xعب ِّر باستخدام القيمة المطلقة عن قيم 

 :التالية

3 5 3 1
2 3 4 4

8, 4 3,11 2,12

, 1 7, , ,

x x x

x x x
 

 
2,12x 

14مركز المجال  
7

2 2

a b
c 

 نصف قطر المجال 

 12 2
5

2 2

b a
r   

7تراجحة التي تحقق الم x التي تحقق العلاقة المعطاة هي قيم xقيم  4x   
 

3,11x 

14مركز المجال 
7

2 2

a b
c 

11نصف قطر المجال  3
4

2 2

b a
r 

7ومنه كانت العلاقة المطلوبة   4x 
 :طلوبة في الأمثلة التاليةبنفس الطريقة نحدد مركز ونصف قطر كل مجال من المجالات الم

8, 4

12
6

2 2
4
2

2 2
6 2

x

a b
c

b a
r

x

 

 

 الحل

6
 

8
 

4
 

2
 

2
 

5
 

3
 

11
 

4
 

4
 

0
 

7
 

2
 

12
 

5
 

5
 

0
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3 1
4 4
2

14
4

1

2

1 1

4 2

,

2 2

2

x

a b
c

b a
r

x

 

 
3 5
2 3

1

12

19

12

1 19

12 12

,

2

2

x

a b
c

b a
r

x

 

 
, 1 7,

6
3

2 2
8
4

2 2
3 4

x

a b
c

b a
r

x 
 تدرّب

مجال  صيغة، واكتبها بSهاحلولوعة ومث ِّل على مستقيم مدر ج مجمالمتراجحة المعطاة،  حلَّ في  
 في كلٍ  من الحالات التالية :

3 1 2 4 8 3 10 1

1
2 1 2 2 1 5 4

2

x x x x

x x
 

 
8 3 10 1x x 

3المعاليم كلٌ إلى جهة من المتراجحة  بنقل المجاهيل و  1 10 8x x دنا أن بالجمع وج
4 2x  2ومنه x  . 

 
 

 S,2مجموعة الحل هي: إذن 

 الحل

 

01

4
3

4

1

4

1

2

1

2

 

01

12

3

2

5

3

9

12

9

12

 

0 2
]

 

01 7



 

24 

 

3 1 2 4x x

3   بحل المتراجحة جبرياً   5x

 

3 ومنه
5

x           

   
 
 

الحل هي:مجموعة إذن 

 
1

2
5 4x 
1نحل المتراجحة 

2
1x  2ومنهx  

 

 

: مجموعة الحل هيإذن 
2,S 

2 1 2 2 1x

 
 

نحل
 

المتراجحة
 

2 2 2x ومنه  
2x

 S,2مجموعة الحل هي  
)ادرس إشارة المقدار   )A x  تِّبعاً لقيمx : في كلٍ  من الحالات التالية 

2

( ) 2 4 ( ) 3 5

3 9
2 : ( ) ( ) ( 1)( 2 6)

4 8
( ) ( 3) ( ) 2 3

A x x A x x

x
x A x A x x x

x
A x x A x x

 

( ) 3 5A x x 
3ن إ 5 0x 5 عندما يكون

3
x  شارة هذا المقدار ، وا 

5الأصغر من  xمن أجل قيم  .المجاوري الجدول فكما 

3
تكون  

5الأكبر من  x( أي موجبة، ومن أجل قيم  3) العدد  xإشارة التركيب مخالفة لإشارة أمثال 

3
تكون  

 أي سالبة.  xإشارة التركيب مخالفة لإشارة أمثال 
 

5

3
3 5 0

x

x

 

3

5

0
]

 

2 0
[

 

0 2
]

3

5
,S



 

25 

( ) 2 4A x x 
2ن إ 4 0x 2عندما يكونx  شارة هذا المقدار  ، وا 

   كما في الجدول المجاور.
 

( ) ( 1)( 2 6)A x x x 
1. إن  1xإشارة  0x  1عندماx إذن إشارة ،

 هذا المقدار كما في الجدول المجاور.
2إشارة 6x  2. إن 6 0x  3عندما يكونx ،

شارة هذا المقدار كما في الجدول المجاور.  وا 
)إشارة )A x ًم جدولًا مشتركا يضم إشارة كلٍ  من  :  ننظ ِّ
1x2و 6xتعيين حلول  . يمكننا في هذا الجدول

 المتراجحة
ملاحظة : يمكننا دراسة إشارة البسط والمقام و الكسر في جدول 

 واحد.
3 9

2 ; ( )
4 8

x
x A x

x
 

3إشارة  9x  3: إن 9 0x  3عندماx إذن إشارة ،
 المقدار كما في الجدول المجاور.هذا 
4إشارة 8x  4: إن 8 0x  2عندما يكونx شارة ، وا 

 هذا المقدار كما في الجدول المجاور.
)إشارة )A x ًم جدولًا مشتركا  1xيضم إشارة كلٍ  من  : ننظ ِّ

2و 6x . عند أصفارونشير إلى أن الكسر غير معرف 
المقام  بوضع خطين متوازيين كما هو موضحٌ في الجدول 

 المجاور.
 يمكننا دراسة إشارة كل المقادير في جدولٍ واحدٍ.: ملاحظة

; ( ) 2 3 0x A x x 
 .دوماً  القيمة المطلقة موجبة إذ أن

2; ( ) ( 3) 0x A x x 
 .دوماً  موجبٌ مربع عدد حقيقي  باستعمال حقيقة أنَّ 

2

2 4 0

x

x

1

1 0

x

x

3

2 6 0

x

x

1 3

1 0

2 6 0

0 0

x

x

x

A x

3

3 9 0

x

x

2

4 8 0

x

x

2 3

3 9 0

4 8 0

0

x

x

x

A x
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 تمرينات ومسائل
2العددان   6A 6وB ي ِّن أيُّ الأعداد التالية عاديٌ هما عددان غير عاديين. ب: 

 2A B. 25 A. 2B. 
2

2 2 6 6 2 2 12 6 6 8 6 1 2 2A B 
2

25 5 2 6 5 2 2 12 6 3 2 12A 
2

2 6 6B 

 توثَّق أن  العددين التاليين عددان عاديان: 
3 3

1 1
5 5

. 5 5
1 1
13 13

. 

   
A  إذا استعملنا العلاقة   B A B :وجدنا أن 

       3 3 3 3

5 5 5 5
1 1 1 1 

2نستعمل المتطابقة التربيعية  2( )( )a b a b a b ات الحسابية المناسبة نجد:ونقوم بالعملي 
2

3 3 3 3 432
5 5 5 5 55

25 9
1 1 1 1 1

25
 

A  ستعمل العلاقةن  B A B:مرة أخرى لنجد  
5 5 5 5

13 13 13 13
1 1 1 1 

2ولما كان  2( )( )a b a b a b : وجدنا أنَّ

 2
5 5 5 5 52
13 13 13 13 13

169 25
1 1 1 1 1

169

5  ومنه  5 12

13 13 13
1 1 

 توثَّق أن  العددين التاليين عددان عاديان : 
2

5 2

2 5
.           

2

4 3

3 4
. 

 

 الحل
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2نستعمل المتطابقة التربيعية الآتية   2 22a b a ab b  :لنجد 

2

5 2 5 5 2 2
2

2 5 2 2 5 5
 

 بإجراء العمليات الحسابية المناسبة نحصل على ما يأتي: 
2

5 2 5 2 9
2

2 5 2 5 10
 

9وهو عدد عادي 

10
. 

2نستعمل المتطابقة التربيعية الآتية   2 22a b a ab b :فنجد 
2

4 3 4 4 3 3
2

3 4 3 3 4 4
 

 نجري العمليات الحسابية المناسبة فنحصل على ما يأتي: 
2

4 3 4 3 16 24 9 49
2

3 4 3 4 12 12
 

49وهو عدد عادي 

12
. 

 عاديين:عادي اً كان العددان التاليان عددين عدداً  a وبي ِّن بوجه عام، أن ه إذا كان 
2

1
a

a
 و   

2

1
a

a
. 

2

1 1 1 1
2 2a a a a

a a a a
 

2

1 1 1 1
2 2a a a a

a a a a
 

 : لتالية إلى جداء ضرب عوامل بسيطةالعبارات اكلًا من حل ِّل 
2

2

3 2 2

9 3
9(4 4 1) 2(2 1)

5 2
1 ( 1)(8 4) (2 1)

x x
B A x x x

D x x x C x x x
 

 
22باستعمال المتطابقة التربيعية   22a ab b a b  نستطيع كتابة المضروب 

 الحل

 الحل
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2الثاني على صورة مربع كامل:  24 4 1 (2 1)x x x إذن 
2 29(4 4 1) 2(2 1) 9(2 1) 2(2 1)A x x x x x 

2)و بأخذ المقدار  1)x جد:عاملًا مشتركاً ن 
29 2 (2(2 1) (2 1) 1) 9(2 1) 2A xx x x 

2    بإجراء الحسابات اللازمة بين القوسين نتوصل إلى العبارة: 1 18 7A x x 
2 نستعمل المتطابقة التربيعية  2 ( )( )a b a b a b  لنكتب البسط في الكسر الأول على

2صورة جداء  9 ( 3)( 3)x x x   ويكون 
2 3 39 3 3

5 2 5 2

x xx x x
B 

    عاملًا مشتركاً ونكتب المساواة السابقة على الصورة: 3xنأخذ المقدار 

        
3 1

3
5 2

x
B x 

د المقامات للمقادير الموجودة بين القوسين ونجري   لوب:  المطنجد فالعمليات الحسابية اللازمة نوح ِّ
1

3 2 11
10

B x x 
8) نلاحظ أنَّ المقدار  4)x بأخذه خارج قوسين نجد  4العدد  يحوي عاملًا مشتركاً هو

(8 4) 4(2 1)x x  ومنه 
2 2( 1)(8 4) (2 1) 4( 1)(2 1) (2 1)C x x x x x x 

2)يحتوي أيضاً على عامل مشترك هو  وهذا المقدار 1)x  بإخراجه خارج أقواس يكون 
4(2 1) ( 1) (2 1)C x x x 

 بفك الأقواس الصغيرة ضمن القوس الأكبر و إجراء عمليات الجمع نجد 
 4(2 1)( 2)C x x 

إلى مجموع تركيبين ونأخذ  Dلذا نجزئ المقدار  2x ،3xعامل مشترك للمقدارين  2xإن  
 العامل المشترك لكل تركيب خارج قوسين كما يأتي:

3 2 21 1 1D x x x x x x 
21                           عامل مشترك للحدين: 1xوهنا نجد أنَّ  1D x x 

 وبهذا يتم المطلوب.
 كلًا من المعادلات الآتية : حلَّ في   

2 2

2

3 2 4 9 9 1 3 1

4
4 1

1 1

x x x x x

x
x

x x 
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2   هو متطابقة من الشكلر الأيسالطرف    2 ( )( )a b a b a b 

29 1 3 1x x 
3باستعمال المتطابقة والنقل إلى جهة واحدة                  1 3 1 3 1 0x x x 

3   مشترك بإخراج عامل 1x   3                                         نجد 1 3 1 1 0x x 
3  بإصلاح المقدار بين القوسين يصبح على الصورة                      1 3 2 0x x 

3ومنه إما  2 0x  3أو 1 0x  2وبالتالي إما

3
x  1أو

3
x موعة الحلول ومج

1هي  2

3 3
, 

2   هو متطابقة من الشكلالأيمن الطرف   2 ( )( )a b a b a b  
23 2 4 9x x x 

3باستعمال المتطابقة التربيعية نجد أنَّ                            2 2 3 2 3x x x x 
3لى جهة واحدة من المساواة  نحصل على المعادلة    ننقل إ 2 2 3 2 3 0x x x x 

2نستعمل المساواة      3 3 2x x       :للحصول على عامل مشترك ثم نأخذه خارج قوسين 
 3 2 3 2 2 3 0x x x x 

3 2 2 3 0x x x 
3  المعادلة على الصورة              بإصلاح المقدار بين القوسين تصبح 2 4 2 0x x 

2وبالتالي       

3
x  1أو

2
x  1ومجموعة الحلول هي 2

2 3
, 

      
4

1
1
x

x
 

. نضرب طرفي المعادلة 1xحتى تكون المعادلة معرفة يجب ألا ينعدم المقام أي أن يكون       
2ذي لا يساوي الصفر،  فنحصل على المعادلة  ال1xبالمقدار 

4 1x  
2                                             وبنقل المقادير كلها إلى أحد طرفي المعادلة نجد 

1 4 0x 
1نستعمل المتطابقة التربيعية المناسبة لنحصل على                2 1 2 0x x 

3بإتمام عمليات الجمع فيها تصبح المعادلة على الصورة                        1 0x x   
1ومنه إما       0x  3أو 0x  1وبالتاليx  3أوx  مجموعة الحلول هي و

1 , 3. 
        

     
2

4
1

x

x
 

 . نضرب طرفي1xتكون المعادلة معرفة يجب ألا ينعدم المقام، أي يجب أن يكون  حتى      

 الحل
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2فنحصل على المعادلة   1xالمعادلة بالمقدار غير المعدوم    4 1x x  
2                         على الصورةنجري عمليات الضرب و نصلح المعادلة لتصبح        4 4 0x x 

                                                      الطرف الأيسر من المساواة مربع كامل نكتبه  
22 0x 

2ومنه        0x  2أيx  2ومجموعة الحلول هي. 
 : اكتب المقدار التالي بأبسط صيغة

5 3 5 3

5 3 5 3 
 

 نضرب البسط والمقام في كل كسر بمرافق المقام للتخلص من الجذور في المقامات
5 3 5 3 5 3 5 35 3 5 3

5 3 5 3 5 3 5 3 5 3 5 3

 

2 2

22

5 3 5 3

5 3
 

 نفك المتطابقات التربيعية في البسط 
5 2 5 3 3 5 2 5 3 3

5 3 
 الاتيةنجري عمليات الجمع والطرح المناسبة لنحصل على النتيجة 

5 3 5 3 8 8
8

25 3 5 3
 

ي حق ق  حقيقياً عدداً  xليكن  
1
5x

x
3 ، احسب بأبسط صيغة المقدار

3

1
x

x
 

 
1انطلاقاً من العلاقة المعطاة  

5x
x

 نجد الطرفين و بتكعيب 
3

31
5x

x
 

3نستعمل المتطابقة التكعيبية  3 2 2 33 3a b a a b ab b :كما يلي 
3 2

2 3

1 1 1
3 3 125x x x
x x x

 

3ومنه                                                                    

3

3 1
3 125x x

x x
  

3                                  عاملًا مشتركاً وجدنا3إذا أخذنا العدد
3

1 1
3 125x x

x x
 
3

3

1
125 3 5 110x

x
 

 الحل

 الحل
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 إثبات متطابقات
 ن : كا xأثبت أن ه، أياً كان العدد الحقيقي 

4 3 2 223 ( 1)4 1 1)2 ( )(x x x xx 
,أثبت أن ه، أي اً كانت الأعداد الحقيقي ة , ,a b c d: كان 

2 2 2 2 2 2( )( ) ( ) ( )a b c d ac bd ad bc 

 
4لنضع  3 13 4B x x 2و 2 21( 1) (2 ( ) )A x x xننشر المقدار .A  ًمن ننشر كلا  
)2  المتطابقتين 1)x 2 و( 1)x   نصلح ثم  

2 2

2 2

2

4

2

2

3

2

3 2 3 2 2

4

( 1) (2 (

( 2 1)(2

( 2 1)(

1) )

2 1)

2 1)

3 2 6 4 2 2 1

1

3

3

3 4

x

x

x x

A x x x

x x x x

x x x x x

x x

x x

B

x

x

 

2 2 21( 1) (2 ( ) )A x x x 
22 2( 2 1)(2 2 1)x x x x x 

2 2( 2 1)(3 2 1)x x x x 

  نجري عملية الضرب لينتج لدينا: 
4 3 2 3 2 23 2 6 4 2 23 1A x x x x x xx x 

4 :وبعد جمع الحدود المتشابهة نصل إلى العلاقة 33 4 1A x x  
Aومنه نجد أن  B وهو المطلوب إثباته 

 
2                        لإثبات صحة العلاقة  2 2 2 2 2( ) ( ) ( )( )ac bd ad bc a b c d  

2 نضع : 2( ) ( )A ac bd ad bc  2و 2 2 2( )( )B a b c d 
 ونفك المتطابقات التربيعية فيصبح على الصورة: Aنكتب المقدار 

2 2 2 2( ) ( ) 2A ac bd ad bc a c acbd 2 2 2 2 2b d a d adbc 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

b c

a c b d a d b c
 

 عمليات الضرب لنجد أنَّ ونجري   Bنعيد كتابة المقدار
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( )( )B a b c d a c a d b c b d 

A مما سبق وبالمقارنة نجد أنَّ  B  .وهي العلاقة المطلوب إثباتها 
 

 لحلا
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 ختيار الصيغة المناسبةإ

2، المقدار : من  xنعر ف، أي اً كانت  
( ) 3 25E x x. 

 :  2أثبت أن( ) 6 16E x x x. 

 :  أثبت أن( ) ( 2)( 8)E x x x. 
 الآتيةاختر من بين الصيغ الثلاث السابقة الصيغة المناسبة أكثر من غيرها لحل المعادلات 

:)( () 0E x a. ( ) 1 ( )1E x b  .( 1 () 6 )E cx. 

 
 2ننشر المقدار( ) ( 3) 25E x x :نجد 

2

2

2

( ) ( 3) 25

6 9 25

6 16

E x x

x x

x x

 

 ننشر المقدار( 2)( 8)x x:نجد 
2

2

2 8 8 2 16

6 16 ( )

x x x x x

x x E x
 

 
( )a 0الصيغة الم ناسبة لحل المعادلةE x هي( ) ( 2)( 8)E x x x  لأننا في هذه الحالة

 نحصل على جداء عوامل يساوي الصفر فالحل 
( 2)( 8) 0x x 

)إما  8) 0xأو( 2) 0x   8وبالتالي إمَّاx  2أوx  8,2ومجموعة الحلول هي 
( )b 11الصيغة الم ناسبة لحل المعادلةE x 2هي

( ) 3 25E x x لأننا في هذه الحالة
 حديننحصل على فرق مربعين 

2( ) 3 25 11E x x 
2

2 2

3 36 0

3 6 0

3 6 3 6 0

3 9 0

x

x

x x

x x

 

,9ومجموعة الحلول هي  9xأو  3xإما  3 
( )c الصيغة الم ناسبة لحل المعادلة( ) 16E x 2 هي( ) 6 16E x x xالحالة  لأننا في هذه

 من الطرفين ويمكن تحويل المعادلة إلى جداء عوامل يساوي الصفر  16نستطيع اختصار العدد 

 الحل
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2( ) 6 16 16E x x x ومنه 
2 6 0x x   

6  بأخذ العامل المشترك خارج قوسين 0x x   
,6ومجموعة الحلول هي  6xأو  0xإما  0 
طبيعي ة متتالية. نضرب أكبرها بأصغرها ونطرح من   ر كيفي اً أربعة أعداد  ءَ ضرب  الناتجنختا جدا

ة.2العددين الآخرَيْن، فنحصل على العدد  ة هذه الخاص   . أثبت صح 

 
,بالرموز  عدادللأنرمز  1, 2, 3a a a a. 

3علينا إثبات أنَّ  1 2 2a a a a 

 بنشر الطرف الأيسر نجد       
2 2

2 2

3 1 2 3 3 2

3 3 2 2

a a a a a a a a

a a a a
 

 .فالخاصية صحيحة

 المتراجحات وإشارة جداء
2: المتراجحة لَّ في ح    2( ) : (2 3) ( 1)x x 

 
2 2( ) ( 1) (2 3) ( 1) (2 3) ( 1) (2 3)

4 3 2

P x x x x x x x

x x
 

)المتراجحة المعطاة تكافئ المتراجحة  ) 0P x 
)ندرس إشارة  )P x . 

م جدولًا مشتركاً يضم إشارة كلٍ  من  3و 4xننظ ِّ 2x. 
تعيين حلول المتراجحة من خلال ملاحظة السطر الأخير يمكننا 

 في الجدول
2مجموعة الحل  

3
4, 

4المتراجحة :  حلَّ في   1
1

6

x

x
. 

 
، يمكننا كتابة المتراجحة المدروسة 6xفي حالة نحل المسألة 

بالشكل الم كافئ 
4 1

1 0
6

x

x
أي  

 الحل

 الحل

 الحل

2

3
4

4 0

3 2 0

0 0

x

x

x

P x

7

3
6

4 0

6

4
0

6

x

x

x

x

x
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4 1 6
0

6

x x

x
 ،   : 3وبتوحيد المقامات و الاختزال نجد أنَّ 7

0
6

x

x
 

 ة الكسرننشئ جدولًا لدراسة إشار 
 تعيين حلول المتراجحة من خلال ملاحظة السطر الأخير في الجدول. يمكننا في هذا الجدول

7والمتراجحة محققة عندما  
, 6,
3

x 

aو 0dو 0bأربعة أعداد حقيقي ة تحق ِّق  dو cو bو aلتكن   c

b d
. 

0bنفترض أن   d   أثبت أنa c a

b d b
. 

0dنفترض أن   b   أثبت أنa c a

b d b
. 

 
aمن الفرض لدينا  c

b d
0adأي   bc 

 
0

a c a ad ab bc ab ad bc

b d b b d b b d b
 

aومنه  c a

b d b
 

 
a c a ad ab bc ab ad bc

b d b b d b b d b
 

aومنه   c a

b d b
 

ABCو مرب ع ABCDنفترض أن   D ونفترض أن  مساحة مستطيل .
ن تساوي   5يساوي  AAمتراً مرب عاً. فإذا علمتَ أن   183الجزء الملو 

 . ABأمتار، احسب  8يساوي  CCأمتار وأن  

 
ABأنَّ  نفترض  x  8فيكونDC x ،5DA x 

 2xتساوي مربع طول ضلعه   ABCDمساحة المربع 
8المساحة الكاملة للشكل )مساحة مستطيل( تساوي  5x x 

 أي ABCDة الجزء الملون تساوي مساحة الشكل الكامل مطروح منها مساحة مساح
28 5 183x x x 

 الحل

 الحل

  

A B

CD C

A B 
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  : 2بالضرب نجد أنَّ 213 40 183x x x      13ومنه 143x   َّ11وينتج أنx. 

تساوي  EFGDمرب ع. ونفترض أن  مساحة المرب ع  ABCDنفترض أن   
أمتار،  5يساوي  AE. فإذا علمتَ أن  ABCDأرب ع مرات مساحة المرب ع 

  .ABاحسب 

 
ABنفترض   x  5فيكونDG x  5وDE x 

2       أي   ABCDتساوي أرب ع مرات مساحة المرب ع  EFGDلكن مساحة المربع  25 4x x 
2بالنقل إلى جهة واحدة من المساواة                                             25 4 0x x 

نستعمل المطابقة التربيعية )فرق مربعي حدين يساوي جداء 
 مجموعهما بفرقهما(

 بعد إجراء عمليات الجمع  بين الأقواس نحصل على
 معادلة الاتيةال

3 5 5 0x x 

5وهو حل مقبول أو   5xإما 

3
x  َّوهو حلٌ مرفوضٌ لأنx  مقدار موجب فهي تعب ر عن طول

 هندسي.
 

وأربعة أرباع دوائر تقع  xب ع طول ضلعه يتأل ف الشكل المجاور من مر  
ن.  xمراكزها على رؤوس المرب ع. عب ِّر بدلالة  عن مساحة السطح الملو 

 .2xوأعطِّ قيمة تقريبي ة لهذه المساحة عندما 

 
 2xتساوي  و مساحة الجزء  xمربع طول ضلعه الجزء 
2تساوي  و مساحة الجزء  xربع دائرة نصف قطرها   الجزء 

4
x 

 2xتساوي  و مساحة الجزء  2xربع دائرة نصف قطرها   الجزء 
29تساوي  و مساحة الجزء  3xربع دائرة نصف قطرها   الجزء 

4
x 

 24xتساوي  و مساحة الجزء  4xربع دائرة نصف قطرها   الجزء 
: Sسطح الملون مساحة ال  هي مجموع المساحات السابقة أي أنَّ

2 2 2 2 29
4

4 4
S x x x x x x 

 الحل

 الحل

 

x

 

A B

CD G

E F

5 2 5 2 0x x x x
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د المقامات داخل الأقواس  2xنأخذ   عاملًا مشتركاً و نوح 
2 29 4 30
1 4
4 4 4

S x x x 

: 2xعندما   نعو ض لنجد أنَّ
4 30

2 4 4 30 4 30 3 14 4 94.2 98.2
4

S
 

، نصطنع سطحين 2ADوطولها  ABعرضها، ABCDطلاقاً من صفيحة مستطيلة ان
 أسطوانيين بطريقتين:

]نجعل الضلع  ]BC  ينطبق على[ ]AD. 

]نجعل الضلع  ]AB  ينطبق على[ ]DC. 
نرمز بالرمز 
1
V  عليها بالطريقة الأولى، وبالرمز  نحصلإلى حجم الأسطوانة التي

2
V  إلى حجم

1النسبة حسبعليها بالطريقة الثانية. اِّ  نحصلالأسطوانة التي 

2

V

V
. 

 
في الطريقة الأول محيط القاعدة يساوي 

1 1
P r  ومنه

1
r وارتفاع ،

نةالأسطوا
1
2H  . 

حجم الأسطوانة الأولى يساوي 
2 3

2
1 1 1 2

2
2V r H 

في الطريقة الثانية محيط القاعدة يساوي 
2 2

2P r  ومنه
1

2
r وارتفاع ،

الأسطوانة
1
H  . 

وي حجم الأسطوانة الثانية يسا
2 3

2
1 2 2 2

4 4
V r H . النسبة المطلوب حسابها :  و 

3

1
3

2

2
1

24

V

V
 

 م قارنة عددين. 
a وb عددان موجبان تماماً. قارن بين العددين 

2

a b
A   2وab

B
a b

 

 ونحدد إشارته  Bو Aنحسب الفرق بين العددين    

 الحل

 لحلا

 A

B C

D



 

37 

2
2 2

2
2 2

42 2 4

2 2 2

2
0

2 2

a b aba b ab a ab b ab
A B

a b a b a b

a ba ab b

a b a b

 

Aومنه  B  2  إذن

2

a b ab

a b
. 

وأثبتنا أنَّ الوسط  الوسط التوافقي لهماBكما نسمي bوaالوسط الحسابي للعددين  Aنسم ي ) 
2الحسابي أكبر من الوسط التوافقي  2

1 12

a b ab

a b
a b

) 

a وb عددان موجبان. قارن بين العددين A a b   2وB ab  
 نمربعيالستفيد من نتيجة مقارنة ، ونهماالعددين نقارن بين مربعيهذين  لصعوبة المقارنة بيننظراً 

 .لإتمام المطلوبموجبين  العددين ومن كون 
22 2 22A a b a ab b  ،

2
2 2 4B ab ab أما الفرق بينهما 

22 2 2 2 2 22 4 2 0A B a ab b ab a ab b a b 
2و  عددان موجبان Bو Aولمَّا كان  2 0A B  كانA B. 

, و من المتراجحة السابقة نجد أنَّ bوaالوسط الهندسي للعددين ab)نسمّي  المقدار 
2

a b
ab ونكون

 ط الحسابي أكبر من الوسط الهندسي أو يساويه (قد أثبتنا أنَّ الوس

1عددين موجبين تماماً. أثبت أن   bو aليكن  1 1

a b a b
. 

 
1 سمي ن

B
a b

  ،1 1
A

a b
0Aو لنثبت أنَّ  B  

1 1 1
A B

a b a b
  

 إذا وحدنا المقامات وجدنا:  
aba a b

a a b

b a b b a b a a b ab
A B

a b a b abb ba b b aa
    

 بإصلاح المقدار الناتج 
2 2 2 2

0
ab b a ab ab b a ab

A B
ab a b ab a b

 

Bومنه  A1أي 1 1

a b a b
 . 

 الحل
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aعددين موجبين تماماً. أثبت أن   bو aليكن   b a b. 

  
Aنسمي  a b  و B a b 2لمقدار و لنوجد ا 2B A         :مستعملين المتطابقات التربيعية 

2 2
2 2 2 2 0B A a b a b a ab b a b ab 

2إذن  2B A  ــا كان 2و  عددان موجبان Bو Aو لم  2B A  كانB A 
 : aأي أنَّ b a b. 

 

0عددين حقيقيَّن ي حق قان  bو aليكن   b a: قارن بين الأعداد . 
1

, ,
1 1

a a a

b b b
 

 
a: نقارن بين أولاً 

b
و 
1

a

b
 :بحساب الفرق بينهما ومعرفة إشارته كما يأتي 

 ( 1)
0

1 ( 1) 1

a b aba a a

b b b b b b 
لأن البسط والمقام موجبان فرضاً. ومنه نجد 
1

a a

b b
 . 

1: نقارن بين  ثانياً 

1

a

b
و 
1

a

b
 باتباع الأسلوب السابق:  

1 1 1
0

1 1 1 1

a a a a

b b b b
 

1لأن المقام موجبٌ فرضاً. ومنه نجد 

1 1

a a

b b
. 

1: نقارن بين  ثالثاً 

1

a

b
aو 
b

 :باتباع الأسلوب ذاته 
( 1) 11

0
1 ( 1) 1

a b a ba a a b

b b b b b b
 

1لأن البسط والمقام موجبان فرضاً. ومنه نجد 

1

a a

b b
 

1إذن:  

1 1

a a a

b b b
 

 تنويه:

 يمكننا  تعميم هذه النتيجة كما يلي : 
a a k

b b k
0من أجل أيَّ ثلاثة أعداد موجبة تماماً   b a  ،0k. 

 :ت حق ق الشرط المبيَّن في كلٍ  مما يلي aبين عددين، إذا علمتَ أن   Aاحصر المقدار 

 الحل

 الحل
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2

2

1 1 1 1 3
. , 2 . , 3
4 2 2 2
.1 2, 1 3 .5 9, 2

.8 15, 1 1 .6 11, 2

a A a A a
a

a A a a A a

a A a a A a 
1ننطلق من المتراجحة     3

2 2
a   ذات الأطراف الثلاثة الموجبة، نرب ع أطراف المتراجحة

21( كما يأتي:   Aو إيجاد  2aدون تغيير جهتها المتراجحة ) للحصول على  9

4 4
a  ثم

25لأطراف المتراجحة نجد أنَّ  3نضيف العدد 13
1

4 4
a  5  ومنه 13

4 4
A .  

1المتراجحة المزدوجة المعطاة   نعالج            1

4 2
a مقلوب أطراف  فنأخذ التي أطرافها موجبة

1 المتراجحة ونغير جهة المتراجحة لتصبح على الصورة 
4 2
a

من أطراف  2وبطرح العدد 

1المتراجحة نجد أنَّ 
2 2 0
a

2بما تساويه نحصل على المتراجحة  Aبإبدال  0A    . 
5 من المتراجحة             9a  ا كانت أطراف المتراجحة كلها موجبة أخذنا جذور الأطراف لم  و

5كما يأتي  ( Aو إيجاد a) للحصول على  دون تغيير جهة المتراجحة الثلاثة 3a  َّثم
5لأطراف المتراجحة نجد أنَّ  2نضيف العدد  2 2 5a  5ومنه 2 5A  . 

 
1لم ا كان            2a  0من أطراف المتراجحة أنَّ  1جدنا بطرح العدد و 1 1a  بتربيع

2أطراف المتراجحة  
0 1 1a  من أطراف المتراجحة وجدنا  3و بطرح العدد

2أنَّ 
3 1 3 2a  َّ3أي أن 2A. 

4من أطراف المتراجحة المعطاة فتكتب كما يأتي  2نطرح العدد   2 9a  ولما كانت
أطراف المتراجحة المزدوجة كلها موجبة أخذنا جذرها التربيعي محافظين على جهة الرجحان 

2 2 3a . 
8إلى أطراف المتراجحة   1إذا أضفنا العدد   15a  أخذنا الجذر التربيعي لأطرافها و

3وجدنا أنَّ  )الموجبة( 1 4a.  إلى أطراف المتراجحة نحصل على  1وبطرح العدد
2المتراجحة    3A. 

في كلٍ  من الحالات الآتية، حلَّ المتراجحة المعطاة، ث م  مث ِّل مجموعة الحلول على مستقيم مدر ج،  
 وعب ِّر عنها بدلالة مجالات:

 الحل
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2 2

2 2 2

1 1
. .3 2 5 1
6 3 2 2
2 1 3 1

.5 1 .
3 6 4 2

. 7 3 4 0 . 2 1 5 2 0

. 2 3 4 0 . 3 0

. 2 2 3 0 . 5 7 3 7 5 0

x x
x x

x x
x x

x x x x

x x x

x x x x

 

 
3 2 5 1x x 

3 المتراجحة 2 5 1x x  دة ليكتب على من الدرجة الأولى، نغير موضع الحدود الموجو
3  :الصيغة الاتية 1 5 2x x 7 ومنه 4x 4 نجد أن 7 بالقسمة على العدد

7
x. 

4 هي مجموعة الحلول

7
, 

1

2

1 1

2 6

1

6 3 2

2 3
2

x x

x x

x

 

 ,2 هي مجموعة الحلول
3 1

4 2
3 2 2

5

x x

x x

x

 

  ,5وحلول المتراجحة هي
2 1

3 6
4 1

6 6

5 1

1 5

12

x x

x x

x

 

  ,12وحلول المتراجحة هي
2 1 5 2 0x x 

 
 
 

 

1 وحلول المتراجحة هي 2

2 5
, , 

 الحل

1 2

2 5
2 1 0

5 2 0

2 1 5 2 0 0

x

x

x

x x
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7 3 4 0x x 
 
 
 
 

3 وحلول المتراجحة هي

7
, 4 ,   

2 3 0x x 
3 بالصيغةاجحة يمكن كتابة المتر  0x x  

 
 

,هي ةحوحلول المتراج 3 0, 
2

2 3 4 0x 
  يمكن كتابة المتراجحة بالشكل

2 3 2 2 3 2 0x x 

2أي 1 2 5 0x x  
5ة هيحوحلول المتراج 1

2 2
, 

 
2

5 7 3 7 5 0x x 

على الشكل  يمكن كتابة المتراجحة
2

7 5 3 7 5 0x x 
7أي 5 7 5 3 0x x

 
7 5 10 5 0x x 

7وحلول المتراجحة 

5
, 2 

2 2
2 2 3 0x x 

 يمكن كتابة المتراجحة بالشكل
2 2 3 2 2 3 0x x x x 

5أي 3 1 0x x 
 

3

7
4

7 3 0

4 0

7 3 4 0 0

x

x

x

x x

7

5

2

2

7 5 0

10 5 0

5 7 3 7 5 0 0

x

x

x

x x

2

3 0

0

3 0

3 0 0

x

x

x

x x

5 1

2 2

2

0

3 0

2 3 4 0 0

x

x

x

x

1

3

2 2

5

5 0

3 1 0

2 2 3 0 0

x

x

x

x x
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1وحلول المتراجحة 

3
5, 

، ث م  حلَّ المتراجحة المعطاة، ومث ِّل مجموعة الممنوعة x في كلٍ  من الحالات الآتية، بي ِّن قيم 
 نها بدلالة مجالات :مستقيم مدر ج، وعب ِّر ع علىالحلول 

2 2

2 2

3 7 2 3 2 5 8 2
. 0 . 0 . 0 . 0
3 5 3 2 1 5

1 1 5 4
. 1 . 0 . 1 . 3

2 6 14 4

x x x x

x x x x
x x

x xx x

 

  
  8 2

0
5

x

x
 

5 : هي القيمة التي تعدم المقام في هذه الحالةالقيمة الممنوعة  0x 5  ومنهx . 
8حتاج إلى إيجاد القيمة التي تعدم البسط لدراسة إشارته ن 2 0x   4   ومنهx  ندرس الإشارة .

 كما يأتي: تبعا لقاعدة الإشارات الجدولفي 
 

 
 
 
 5,4حلول المتراجحة و 

2 5
0

1

x

x
    

لإشارة المطلوبة إشارة التركيب في جدول و نختار اندرس  .1 القيمة الممنوعة هي لتمرين السابقكما في ا
 لإيجاد مجموعة الحل.

 
 
 
 
 

2حلول المتراجحة

5
, 1, 

 الحل

5 4

8 2 0

5 0

8 2
0

5

x

x

x

x

x

2

5
1

2 5 0

1 0

2 5
0

1

x

x

x

x

x
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 ابعمفهوم الت  

 

 
 ةمة عامّمقدّ  

 ابع العدديمفهوم التّ  

 البياني لتابع الخطّ 

 ابع المتناقصابع المتزايد والتّالتّ 

 راد تابعجدول اطّ
 

 
 
 
 
 
 

22 
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  تَدرَّبْ   

، نُنشئ على محيط 2عاً طول ضلعه يساوي مرب   ABCDليكن  
فنحصل على  طبوقة ثات متساوية الساقينالمرب ع وخارجه أربعة مثل  

كما في الشكل  xيساوي عها ضلاكل ٍّ من أطول  ،نجمة منتظمة
)بالقول إن   f التابعالمجاور، ونعر ف  )f x  يساوي مساحة سطح

 جمة.الن  
 .D,1هو  f الت ابع نطلق أن  مُ  بي ن    
 .f الت ابع بأسلوب صحيح عبارة  اكتب    

 
في كل من المثلثات متساوية الساقين مجموع طولي أي ضلعين أكبر من طول الضلع الثالث  

2xأي أن  x . 1ومنهx  1أي أن,D . 
 فيمتوسطاً  ABالمتعلق بقاعدته  ارتفاع المثلثكان  ، ساوي الساقينالمثلث متا كان لم   

ذا استعملنا الفرض ،المثلث قنا مبرهنة طب   ، 2ساوي قاعدة المثلث المتساوي الساقين ت ،وا 
2بالعلاقة  ووجدنا أنه يعطى ارتفاع المثلثفيثاغورث لحساب  1h x. 

21مساحة المثلث تساوي 
2 1

2
x 

24مجموع مساحات المثلثات الأربع تساوي  1x 
  مضافاً إليها مساحة المربعة مجموع مساحات المثلثات الأربع ساوي مساحة السطح النجمي ت

24 1 4x   ومنه 
24 1 4f x x 

 :من التوابع المعر فة بالعلاقة مجموعة تعريف كل ٍّ  بي ن    
2

2

1
( ) 3 ( ) 2 1

2
1 7

( ) ( ) 2
1 2

( ) 2 1 ( ) 2 1

2 3
( ) ( )

2 3 5
2 1

( ) ( )
( 1)

f x x f x x
x

f x f x x
x

f x x f x x

x
f x f x

x x

f x f x
x x x

 

 

 22 1f x x  إذ يمكن حساب  ، التابع معرف علىf x   من أجل أي عدد
 .,ومنه مجموعة التعريف .  xحقيقي 

 الحل

 الحل

x

2

A

C

B

D

x

A B

11

h 
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2 

 
1

3
2

f x x
x

التعريف ومنه مجموعة  ،0xالتابع معرف إذا كان  ، 
,0 0, 

 
7

2
2

f x x،  ومنه مجموعة التعريف  ،التابع معرف على, 

1

1
f x

x
ومنه مجموعة التعريف  ، 1x التابع معرف إذا كان ،
,1 1, 

 2 1f x x،  0التابع معرف إذا كانx،  0ومنه مجموعة التعريف, 

 2 1f x x ،  ومنه مجموعة التعريف  ،التابع معرف على, 

 
3

5
f x

x
5التابع معرف إذا كان  ، 0x ،  5أيx  ه مجموعة التعريف ومن

,5 5, 

 
2

2 3

x
f x

x
2التابع معرف إذا كان  ، 3 0x ،  3أي

2
x  ومنه مجموعة

3التعريف  3
, ,
2 2

 

 2
1

f x
x

2التابع معرف إذا كان  ، 0x  0أيx  ومنه مجموعة التعريف
,0 0, 

 
2

1
f x

x x
1ف إذا كان التابع معر    0x x   0أيx  1وx 

,ومنه مجموعة التعريف  1 1,0 0, 

 :اتمن التوابع المعر فة بالعلاق بي ن مجموعة تعريف كل ٍّ   

2 2

2 2

2
2

2 2
( ) ( )

1 1
1 2

( ) ( ) 1
1
2 2

( ) ( )
2 1 4

( ) 1 ( )
2 1

2 2
( ) ( )

22

f x f x
x x
x

f x f x x
x x
x

f x f x
x x x x

x
f x x f x

x
x x

f x f x
xx
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 2

2

1
f x

x
2لما كان  ، 1x  ًيمكن أن يساوي الصفر ولا ،مختلفاً عن الصفر دوما، 

 . ,ومنه مجموعة التعريف  ، كان التابع معرف على 

 
  2

2

1
f x

x



2التابع معرف إذا كان  ،  1 0x،  1أيx  1وx  ومنه

مجموعة التعريف      , 1 1, 1 1,      . 

 
2

1f x x
x

1و  0xالتابع معرف إذا كان  ، 0x ،  0أيx  و
1x  1,0ومنه مجموعة التعريف 0,. 

 
1

1

x
f x

x
1و  1xالتابع معرف إذا كان  ،  0x ،  1أيx 1وx 
1,1ومنه مجموعة التعريف  1,. 

 2

2

4
f x

x x
2التابع معرف إذا كان  ، 4 0x x ،  4أي 0x x عندما أي 

0x  4وx،  ومنه مجموعة التعريف, 4 4,0 0,. 

 2

2

2 1

x
f x

x x
2ف إذا كان التابع معر   ،  2 1 0x x،  2أي

1 0x 

,ومنه مجموعة التعريف   1xأي  1 1,. 

 22 1

x
f x

x
22لما كان  ، 1x  لا يمكن أن يساوي الصفر كان التابع معرف على

 ,ومنه مجموعة التعريف  

 
2 1f x x ،  2 تحققت المتراجحة التابع معرف إذا 1 0x   التي نكتبها بعد

1تحليل طرفها الأيسر على الصورة التالية  1 0x x ي الطرف الأيسر والمقدار ف
,1بين القيمتين   xموجبٌ إلا عندما تكون  مجموعة التعريف ومنه نجد أنَّ  ، 1
, 1 1,. 

 
2

2

x
f x

x
2التابع معرف إذا كان  ، 

0
2

x

x
مجموعة التعريف  أنأي  2xو   

, 2 2,. 

 
2

2

x
f x

x
2التابع معرف إذا كان ،  0x   2و 0x  2ومنهx   

 .,2مجموعة التعريف  أنأي  2xو
 

 الحل
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2 

 
  تَدرَّبْ   

 :لتابع بياني   المنحنيات التالية هو خط   بي ِّن أي   

 

 
 

xO 1

1

y

xO 1

1

y

x

O 1

y

54xO 1

y

2

3

1

 
 .لاحظ المستقيم الشاقولي في الرسم ، لتابع اً بياني اً ليس خط المنحني 
 .خط بياني لتابع المنحني 
 .خط بياني لتابع المنحني 
 .لاحظ المستقيم الشاقولي في الرسم ، لتابع اً بياني اً ليس خط المنحني 

 بعلاقات مساواة تعب ر عنها. الآتية. ترجم العبارات fالممث ل لتابع  البيانيَّ  الخطَّ  ليكن  

) هابنقطة إحداثي ا يمر    2,5). 
 .1محورَ التراتيب بنقطة ترتيبها  يقطع   
 .3و 2اهما على الترتيب صلتامحورَ الفواصل بنقطتين ف يقطع   

 
2.أي 2,5بنقطة إحداثي اتها يمر   5f. 
0. أي 1محورَ التراتيب بنقطة ترتيبها  يقطع  1f. 
2.أي 3و 2محورَ الفواصل بنقطتين فصلتاهما على الترتيب  يقطع  0f  و
3 0f. 

)2 بالعلاقة المعر ف على  fالممث ل للتابع  البيانيَّ  الخطَّ  ليكن   ) 5f x x.  
)بي ن أي  من النقاط   2,9)A (3,13)وB و( 2,7)C نتمي إلى ت. 
 .لخط البيانيأعطِّ إحداثيات أربع نقاط تقع على ا 

 
2لما كان    9f  2,9كانت النقطةA   تنتمي إلى. 

3لما كان  9 5 14 13f  3,13كانت النقطةB  لا تنتمي إلى. 

 الحل

 الحل

 الحل

X XO 1

1

Y

O 1

1

X

Y

O 1 54

X

Y

O 1 2

3

1

Y
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2لما كان  2 5 7f  2,7كانت النقطةC  تنتمي إلى. 
0فإن  0xعندما   5f  تنتمي إلى  0,5فالنقطة. 

1فإن  1xعندما  6f  تنتمي إلى  1,6فالنقطة. 
1فإن  1xعندما  6f  تنتمي إلى  1,6فالنقطة. 
2فإن  2xعندما  9f  تنتمي إلى  2,9فالنقطة. 

، بقراءة بياني ة لهذا الشكل، 1,8لتابع معر ف على المجال  في الشكل المجاور نجد الخط  البياني   
 :المقولات التالية في بي ن الصواب من الخطأ

 .fوفق  0صورة  وه 1 العدد  

 .fوفق  1صورة  وه 0العدد   

 .f وفق 7و 3صورة  وه 4 العدد  

 (2) 5f.  

 (3) 5f. 

)للمعادلة   ) 2.5f x .ثلاثة حلول 

 .f هو صورة عدد وحيد من المجال وفق 0.5العدد   

)لدينا  6,8xفي حالة    ) 2f x.  

 
 .صح       .خطأ 

  .خطأ       .صح  

 .صح          .خطأ 

  .صح       .صح  

 
  تَدرَّبْ   

. Iفة على مجال عرَّ مُ  و kو jو hو gو fالشكل التالي، الخطوط البيانية لتوابع  تجد في  
أي ها متزايدٌ تماماً، وأي ها متناقص تماماً وأي ها متزايدٌ وأي ها متناقص وأي ها لا متزايدٌ ولا متناقص بي ن 

 .Iعلى المجال 
 

 الحل

O X

Y

3

6

4

1

2

1 5 7

O X

Y

3

6

4

1

2

1 5 7
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2 

 
 

 .Iل المجا على متزايد تماماً  fالتابع 
 .Iالمجال  على متناقصٌ  hالتابع 
 .Iالمجال  على تماماً  متناقصٌ  التابع 
 .Iالمجال  على متناقصٌ  لا و متزايد   لا gالتابع 
 .Iالمجال  على متزايدٌ  kالتابع 
 .Iالمجال  على متناقص ولا متزايد   لا jالتابع 

:2الت ابع  لنتأم ل  4f x x x . 
 .,2متزايدٌ تماماً على المجال  fأن   أثبت   

 .2,متناقصٌ تماماً على المجال  fأن   أثبت   

 
2عددين يُحق ِّقان  vو uليكن    u v والمطلوب هو المقارنة بين ،f u وf v  أي بين

2العددين  4u u 2و 4v v ولكن لدينا . 
2 24 4

4

4

f u f v u u v v

u v u v u v

u v u v
 

 :وهنا نلاحظ ما يلي
 استناداً إلى الفر ض  ،نستنتج مباشرةu v،   0أنu v. 
   2لأن u 2و v   4استنتجنا أن 0u v. 

0fإذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  u f v   أي أنf  متزايدٌ تماماً على المجال
2,. 

 الحل

 الحل

XO

f

Y

I

O

g

Y

I
X O

k

Y

I
X

O

h

Y

I
X O

Y

I
x

O

j

Y

I
X
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2uعددين يُحق ِّقان  vو uليكن    v،  والمطلوب هو المقارنة بينf u وf v  . 
 لكن لدينا 

2 24 4

4

4

f u f v u u v v

u v u v u v

u v u v

 

 وهنا نلاحظ ما يلي:
 داً إلى الفر ض استنا ،نستنتج مباشرةu v،   0أنu v. 
   2لأنu 2وv   4استنتجنا أن 0u v. 

0fإذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  u f v   أي أنf  متناقص تماماً على المجال
,2. 

1الت ابع لنتأم ل  
:f x

x
 . {0}\المعر ف على  

 .,0ماً على المجال تما متناقصٌ  fأن   أثبت   
, تماماً على المجال متناقصٌ  fأن   أثبت     0. 

 
0عددين يُحق ِّقان  vو uليكن   u v،  والمطلوب هو المقارنة بينf u وf v  .

1ولكن لدينا  1 v u
f u f v

u v uv
  

 :وهنا نلاحظ ما يلي
 استناداً إلى الفر ض  ،نستنتج مباشرةu v،   0أنv u . 
   0لأنu 0وv   0استنتجنا أنuv . 

0fإذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  u f v   أي أنf لى المجال متناقص تماماً ع
0,. 

0عددين يُحق ِّقان  vو uليكن   u v،  والمطلوب هو المقارنة بينf u وf v  . 
1لدينا  ولكن 1 v u

f u f v
u v uv

  
 :وهنا نلاحظ ما يلي

 استناداً إلى الفر ض  ،نستنتج مباشرةu v  0، أنv u. 
   0لأنu 0وv   0استنتجنا أنuv. 

0fاءً على قاعدة الإشارات نجد إذن بن u f v   أي أنf  متناقص تماماً على المجال
, 0. 

 الحل
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2 

2الت ابع لنتأم ل  

1
:

1
f x

x
متناقصٌ تماماً على المجال  fثبت أن  . أالمعر ف على  

0,. 

 
0عددين يُحق ِّقان  vو uليكن  u v،  والمطلوب هو المقارنة بينf u وf v  . ولكن

لدينا 
2 2 2 2

1 1

1 1 1 1

u v u v
f u f v

u v u v
  

 :وهنا نلاحظ ما يلي
  ًاستناداً إلى الفر ض  ،نستنتج مباشرةu v  0، أنv u. 
   0لأنu 0وv   0استنتجنا أنu v. 
   21لأن 0u 21و 0v   2استنتجنا أن 21 1 0u v. 

0fإذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  u f v   أي أنf  ً0على متناقص تماما,. 
f:الت ابع لنتأم ل   x x  أثبت أن   .,0المعر ف علىf .ًمتزايدٌ تماما 

 
0عددين يُحق ِّقان  vو uليكن  u v،  والمطلوب هو المقارنة بينf u وf v  . ولكن
uلدينا  v

f u f v u v
u v

  

 :وهنا نلاحظ ما يلي
  ًض استناداً إلى الفر   ،نستنتج مباشرةu v  0، أنv u. 
   0لأنu 0وv   0استنتجنا أنu v. 

0fإذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  u f v   أي أنf متناقص تماماً على المجال 
 .,0المعطى 

رْ      :الآتيينفي المثال السابق وأجب عن السؤالين  fابع للت   البيانيَّ  تأم ل الخطَّ   فَك ِّ

  الت ابع ما هي أكبر قيمة يأخذها f على مجال تعريفه؟ 
  الت ابع ما هي أصغر قيمة يأخذها f على مجال تعريفه؟ 

 
   أكبر قيمة يأخذها الت ابعf يأخذها  4 على مجال تعريفه هي

 .1xعندما 
 أخذها الت ابع  أصغر قيمة يf 2يأخذها عندما  1  على مجال تعريفه هيx. 

 الحل

 الحل

 الحل
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رْ      فَك ِّ

 
  :الآتيةن التساؤلات في المثال السابق وأجب ع fللتابع  البيانيَّ  تأم ل الخطَّ 
   أَصحيح أن ( ) 5f x   اً كانت قيمة أيx  ؟ 5,4من المجال 
  أكبر قيم  5أَيكون العددf  ؟ 5,4على المجال 

  هل( ) 1f x  أياً كانت قيمةx  ؟ 5,4من المجال 
  أصغر قيم  1أَتكونf  ؟ 5,4على المجال 
  أكبر قيم  3أَتكونf  على المجال[ 5,  ؟[1

 
 .من الرسم (  نعم.    ) من الرسم (    لا.       ) من الرسم (   نعم ( 
 .من الرسم ( نعم.          ) من الرسم (   لا ( 

 
  تَدرَّبْ   

]معرفة على المجال  hو gو fلتوابع  ةالبياني  كل التالي، الخطوط تجد في الش   1, 3]I. 
  :من الخطأ معل ِّلًا إجابتك في كل ٍّ من القضايا الآتية الصواببي ِّن 

 
 .Iليس متزايداً تماماً على  f الت ابع 

)هي  fالت ابع أصغر قيم   1)f. 

 .f(3)هي  fلت ابع اأصغر قيم  

) هي gالت ابع أصغر قيم   1)g   هو أصغر الأعداد في  1لأنI. 

 .Iمتناقص تماماً على  gلأن   g(3) هي Iعلى  gالت ابع أصغر قيم  

 .مر تين fالت ابع ويبلغها  h(3)هي  Iعلى  hالت ابع أكبر قيم  

]و I على كل ٍّ من المجالات hالت ابع أصغر قيم   1,  .0 هي [0,2]و [0

 الحل
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2 

 
]على المجال تماماً متزايد  fلأن الت ابع  ،صح   ,1]على المجال  تماماً  ومتناقص [1,1 3]. 

 . 2xعندما  1قيم أقل من  fيوجد للتابع إذ   ،خطأ  

 .صح 

قيم  gثانياً للتابع   ،وليس أصغر قيم التابع  Iهو أصغر الأعداد في  1أولا  ،خطأ  
)أصغر من  1) 2g. 

 .صح  

(3)لأن  ،صح   2h  الت ابع ويبلغهاh 1عندما  مر تينx  3وx. 

 .صح  

 تمرينات ومسائل   
 

 :3و 2و 1ة نتأم ل ثلاثة خطوط بياني    

 
 :hو gو fراد ثلاثة توابع ونتأمل كذلك جداول اط ِّ  

1 3 1 3 1 3

( ) ( ) ( )

x x x

f x g x h x

 .3و 2و 1ة مع أحد الخطوط البياني   hو gو fاقرن كل واحد من التوابع        
 .hو gو fراد كل ٍّ من التوابع املأ الفراغات في جداول اط    

 
 2C  هو الخط البياني للتابعf ،3C  هو الخط البياني للتابعg، 1C  هو الخط البياني للتابع
h.  بالخط البياني للتابع .مقارنة ذلك اعتماداً على تزايد وتناقص التابع و 

 
1 2 3 1 0 2 3 1 1 2 3

1 3 1 2 3 1 0 3 1 3 1

x x x

f x h x g x
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 :fراد تابع نتأم ل فيما يلي جدول اط    
3 1 0 1 3 7

( ) 3 2 1 0 2 1

x

f x
 

]من المجالات  على كل    ]و [3,7 ,1]و [1,1  xر ، وقيم المتغي  fالت ابع ، عي ن أكبر قيم [7
 لكبرى.التي يبلغ عندها هذه القيم ا

]من المجالات  على كل    ,0]و [3,7 ,1]و [3  xر ، وقيم المتغي  fالت ابع ، عي ن أصغر قيم [7
 لصغرى.التي يبلغ عندها هذه القيم ا

 
 .3xيبلغها التابع عندما  3هي أكبر قيم التابع  3,7على المجال 
 .0xغها التابع عندما يبل 1هي أكبر قيم التابع  1,1على المجال 
 .3xيبلغها التابع عندما  2هي أكبر قيم التابع  1,7على المجال 
 .1xيبلغها التابع عندما  2هي قيم التابع  أصغر 3,7على المجال 
 .1xيبلغها التابع عندما  0هي قيم التابع  أصغر 0,3على المجال 
 .7xيبلغها التابع عندما  1هي قيم التابع  أصغر 1,7على المجال 

 ؟ ل لتابعالممثّ البيانيّكيف نتصور الخط ّ  
من  x . نفترض أن ه مهما كان العدد الحقيقي10,10I تابعاً معر فاً على المجال fليكن 
I  1كان ( ) 3f x ونفترض أيضاً أن  حلول المعادلة ،( ) 1f x  3هي الأعدادx 
 .fالت ابع يُمكن أن يمث ِّل  لَمٍّ متجانس، خط اً بياني اً . ارسم، في مَع  4xو 1xو

 .10,10xكان  10,10Iتابعاً معر فاً على المجال  fا كان لم   
1ا كان لم   3f x  1كان الخط البياني للتابع محصور بينy  3وy . 
1f ا كانت حلول المعادلةلم   x 3 هي الأعدادx 1وx 4وx  كان المنحني
3,1  بالنقطاً مار  , 1,1 , 4,1 

 تآلفي على مجالاتتابع  
ل  حرفيبي ِّن الشكل المجاور وعاءً مؤل فاً من مكع بين مت صلين. طول   80الأو 

إلى ارتفاع السائل  xسنتيمتراً. نرمز بالرمز  60 نيسنتيمتراً وطول ضلع الثا
)في الوعاء مُقاساً بالسنتيمتر، وبالرمز  )V x  إلى حجم ذلك السائل بالل ِّيتر. مث ل

)بياني اً الحجم  )V x بدلالة x سنتمترات على  10لكل   سنتيمتراً واحداً . خُذ

 الحل

 الحل

x
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2 

 ليتراً على محور التراتيب. 50لكل   سنتيمتراً واحداً محور الفواصل، و 

 
 . x تابع للارتفاع Vومن ثم فإن الحجم  xإن حجم السائل يتعلق بالارتفاع 
0,140و .0,140إن الحجم معرف على المجال  0,60 60,140 

 :مثلاً 

1 2

50 3600 50 80000 , 0 0

80 60 20

216000 6400 20 216000 218000

344000

V V

V V V 

 إذن
 ; 0,60x                         3600V x x 

     216000 6400 60 ; 60,140V x x x x    
10كل  cm  1على محور الفواصل يمثل بـ cm 
 على محور التراتيب 1cmعلى محور الفواصل يمثل بـ  50Lكل 

0 0V  من الخط البياني 0,0فالنقطة  
60 216000V  من الخط البياني 6,43.2فالنقطة  
140 600000V  من الخط البياني 14,120فالنقطة 

 بحث عن أكبر قيمة لتابعال 
)2بالعلاقة  المعر ف على  f الت ابعلنتأم ل   ) 4 5f x x x. 

)أثبت أن    )f x  2يُكتبُ أيضاً بالشكل( ) 9 ( 2)f x x. 

)حلَّ المعادلة   ) 9f x. 

 .على  fهي أكبر قيمة للتابع  9أثبت أن   

 
2 2

2 2

4 5 4 4 4 5

2 4 5 2 9

f x x x x x

x x
 

9fلدينا   x  2ومنه
9 2 9x  2بالتالي

2 0x  2أيx   المعادلة حل . 
2 نعلم أن  

2 0x  2ومنه
2 9 9x  9بالتاليf x  وأيضا نلاحظ أن

2 9f  هي أكبر قيمة للتابع على  9أي أن 

 الحل

 الحل
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  راد الموافق.، ويُطلَبُ في كل ِّ حالة كتابة جدول الاط ِّ fللتابع  البيانيَّ  في هذا التمرين نُعطي الخطَّ  
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 

 
4 1 2 4

2 1 1 2.5

x

f x
 

4 2 0 1 3

3.5 1 2 0 4

x

f x
 

4 3 1

2 3 1

x

f x
 

2 1 1

2 3 1

x

f x
 

 :الآتية يُحق ق الخواصَّ  fارسم خطاً بياني اً لتابع  
 مجموعة تعريف f  هيf. 

 ( 4) 3f (1)و 3f (4)و 2f  ذا كان )كان  2xوا  ) 0f x. 

  الت ابع  راداط  جدول f  هو 
2 0 2

( ) 4 1 4

x

f x
 

 
,4 من الفرض لدينا أن منحني التابع يمر بالنقاط 3 , 1,3 , 4,2 
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2 

ومن جدول اطراد التابع نجد أن منحني التابع يمر 
2,4بالنقاط  , 0,1 , 2,4 

 ومن جدول اطراد التابع نجد أن
,التابع متزايد تماماً على المجال   2 
 2,0التابع متناقص تماماً على المجال  
 0,2التابع متزايد تماماً على المجال  
 ,2التابع متناقص تماماً على المجال  

فإن منحني التابع  2xلدينا عندما  ، ومن الفرض
 يقع فوق محور الفواصل

(3.6)، ونعطي أن  معر فاً على  fيمث ِّل تابعاً  الخط البياني    0f. 
 .f راداط ِّ اكتب جدول  

)المترجحتينحلَّ بياني اً كلًا من   ) 0f x و( ) 0f x ،
)واستنتج إشارة  )f x  ِّبعاً لقيم تx. 

) المتراجحةلَّ بياني اً حُ   ) 2f x. 

 
                 1 3

2 1

x

f x
 

و  4,1xنلاحظ من الخط البياني أن منحني التابع يكون فوق محور الفواصل عندما   
3.6,x. 0 أن   أيf x 4,1 طالما 3.6,x  

,حظ من الخط البياني أن منحني التابع يكون تحت محور الفواصل عندما  نلا 4x  و
1,3.6x 

0fأي  x  عندما, 4 1,3.6x 
,عندما  ةتكون سالب fومنه إشارة التابع  4 1,3.6x  و موجبة عندما
4,1 3.6,x 

2fمن ملاحظة الخط البياني نجد أن   x 3.6عندما,x 

:2الت ابع  راداط  ادرس    3f x x 0المجال  على,I. 

   
0عددين يُحق ِّقان  vو uليكن  u v والمطلوب هو المقارنة بين ،f u وf vن لدينا . ولك

2 23 3f u f v u v u v u v  
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 :ما يلي نلاحظوهنا 
u، استناداً إلى الفر ض مباشرةنستنتج  v،   0أنu v. 

0لأن   u 0و v 0أن   استنتجناu v. 
0fنجد  الإشاراتناءً على قاعدة إذن ب u f v   أي أنf  0متزايدٌ تماماً على المجال,. 

:2الت ابع  راداط  ادرس    3f x x  0,على المجالI. 

 
0uعددين يُحق ِّقان  vو uليكن  v،  والمطلوب هو المقارنة بينf u وf v  . 

2لكن لدينا  23 3f u f v u v u v u v  
 :ما يلي نلاحظوهنا 

uباشرة، استناداً إلى الفر ض منستنتج  v،   0أنu v. 
0uاستنتجنا أن   0vو 0u لأن   v. 

0f إذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  u f v   أي أنf  متناقص تماماً على المجال
, 0. 

)بالعلاقة  المعر ف على  الت ابع  fليكن   ) 2 6
3

x
f x x. 

)اكتب   )f x  القيمة المطلقة. استعمالبدون 

,متناقص تماماً على  fاستنتج أن     .,3وأن ه متزايد تماماً على  ،3

)كان  3xأثبت أن ه إذا كان   ) 1f x. 

)كان  3xأثبت كذلك أن ه إذا كان   ) 1f x. 

)حل  المعادلة   ) 1f x واستنتج أصغر قيمة للتابع .f على. 

)لماذا لا تقبل المعادلة   ) 0f x  ً؟ حلولا 

 
2كان  الم    6 0x  3أيx  2كان 6

3

x
f x x ، 7 أي

6
3

x
f x 

2كان  الم  و    6 0x  3أيx كان
 

2 6
3

x
f x x ، 5أي

6
3

x
f x

 
 

 على الشكل fويمكن كتابة التابع 
7

6 ; 3
3
5

6 ; 3
3

x
f x x

x
f x x

 

 الحل
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2 

,على المجال   fمن الواضح أن التابع   fهو تابع أف يني  من الشكل  3 x a x b   ا ولم
,كان التابع متناقص تماماً على المجال   0aكان  3 

fهو تابع أف يني  من الشكل  ,3على المجال   fمن الواضح أن التابع  x a x b   اولم 
 ,3كان التابع متناقص تماماً على المجال   0aكان 

5كان  3xا كان لم   15x ، 5 أن   أي
5

3

x
5ومنه  

6 1
3

x ،   1أيf x. 
5كان  3xا كان لم    15x  ، أي 

5
5

3

x
5ومنه  

6 1
3

x   1أيf x. 
7كان  3xا كان لم    21x   ،أي 

7
7

3

x
7ومنه  

6 1
3

x   1أيf x. 

7كان  3xا كان لم  
6 1

3

x  7ومنه
7

3

x  ،  7أي 21x  3ومنهx. 

5كان  3xا كان لم  
6 1

3

x  5ومنه
5

3

x  ،  5أي 15x  3ومنهx. 
1fحل المعادلة  أي أن   x  3هوx. 

1ا كان لم   ;f x x  3يبلغها عندما  1كانت أصغر قيمة للتابع هيx  
0ا كان لم   سبق و امم    0fاستنتجنا أن المعادلة  1 x لا تقبل أي حل. 

4بالعلاقة  ,3المعر ف على المجال  الت ابع  fليكن  
( ) 8

3
f x x

x
 . أثبت أن  

 .,3على  fهي أصغر قيمة للتابع  1 القيمة

 
) لنحسب الفرق  ) 1f x وهذا  ,3أنه مقدار موجب على المجال  ونثبت ،وندرس إشارته

)يكافئ أنَّ  ) 1f x على المجال السابق. 

4
( ) 1 1 7

3
f x f x x

x
 

 وبتوحيد المقامات نجد 
2

2
2

3 7 4 10 21 4
1

3 3
510 25

3 3

x x x x
f x

x x
xx x

x x

 

2وكان  3x كانولما 
5 0x  1وجدنا أن 0f x  1أيf x  ونلاحظ

5أن 1f  5 ويبلغها عند  ,3هي أصغر قيمة للتابع على المجال  1ومنهx . 
 

 الحل
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 المتراجحات المعادلات و

  انيةرجة الثد من الد 

  
 معادلة من الدرجة الثانية حلُّ  

 و إشارته الثانية  تحليل  ثلاثي الحدود من الدرجة  

 العلاقة بين أمثال وجذور  ثلاثي حدود من الدرجة الثانية  

 تطبيقات ونشاطات 
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  تَدرَّبْ  

  :ة ثلاثيات الحدود من الدرجة الثانية الآتيةبالصيغة القانوني   اكتب 

 
2 2

2 2

2 2

6

5 6

4 1

3 1

2 1

4

x x x x

x x x x

x xx x

 

 
2 2 2 2

2

2

2

4 1 4 2 2 1

4 4 4 1

4 4 3

2 3

x x x x

x x

x x

x

 

2 2 2 2

2

2

6 6 3 3

6 9 9

3 9

x x x x

x x

x

 

2 2
2 2

2 2

2

1 1
1 1

2 2
1 1 1 3

1
4 4 4 4

1 3

2 4

x x x x

x x x x

x

 

2 2

2

2

2

2

2

1 4
3 4 3

3 3
1 1 1 4

3
3 36 36 3
1 1 1 48

3
3 36 36 36
1 1 49

3
3 36 36
1 1 49

3
3 36 12

1 49
3

6 12

x x x x

x x

x x

x x

x x

x

 

2 2

2

2 1 2 1

1

x x x x

x
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2 2

2 2
2

2

2

2

5 6 5 6

5 5
5 6

2 2

25 25 24
5

4 4 4
25 1

5
4 4

5 1

2 4

x x x x

x x

x x

x x

x

2عيّن أصغر قيم التابع    4 8xx x . 

 
22 24 8 4 4 4 8 2 4x x x x x 

2كان  لم او 
2 0x  2كان

2 4 4x ستنتجنا أن أصغر قيم التابع هيومنه ا  
2عيّن أكبر قيم التابع   2 1xx x . 

 
 

2 2

2

2

2

2 1 2 1

2 1 1 1

2 1 2

1 2

x x x x

x x

x x

x

 

2كان  لم او 
1 0x  2كان

1 2 2x  ومنه استنتجنا أن أكبر  قيم التابع
 .2هي 

رْ      فَك ِّ

ى سم  ذا ي  الم؟ أَترى  0في حالة  2xو 1xعلى ماذا تحصل إذا طبّقتَ العلاقتين اللتين تحسبان 
 العدد  

2

b

a
 ؟0 جذراً م ضاعفاً في حالة 

 
 ، ت عطي العلاقات 0في حالة 

1
0

2 2 2

b b b
x

a a a
2و  

0

2 2 2

b b b
x

a a a
 أي 
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 1 2 2

b
x x

a
. وهذا ما يجعلنا نقول إن للمعادلة جذرين متساويين، أو إنّ لها جذراً 

 .مضاعفاً 

 
  تَدرَّبْ  

 :مميِّّزال استعمالالمعادلات الآتية دون  حل    

 
2 2

2 2

9 0 5 0

1 (3 1) 0 4 0

x x x

x x
 

 
2تكتب المعادلة   5 0x x   5بالشكل 0x x  0و منه إماx   5أوx 

 0,5Sفمجموعة حلول المعادلة هي 
2 تكتب المعادلة  9 0x   3بالشكل 3 0x x  3و منه إماx   أو
3x  3فمجموعة حلول المعادلة هي, 3S 

 2 4 0x : 2كان  لم ا 0x  2كان 4 4 0x  ليس  أن هومنه استنتجنا
 Sللمعادلة حلول أي 

2 تكتب المعادلة 
1 3 1 0x   1بالشكل 3 1 1 3 1 0x x  أي

1 3 1 1 3 1 0x x 3 أي 2 3 0x x  0ومنه إماx   2أو

3
x 

2فمجموعة حلول المعادلة هي 
0,
3

S 

 :المعادلات الآتية حل    

 

2 2

2 2

2 2

2 2

2 1 0 6 0

3 12 12 0 5 6 0

1.1 0.1 0 20 0

(2 3) 1 3 0 3 2 4 0

x x x x

x x u u

x x m m

x x x x

 

 
 2 6 0x x  : 1هنا , 1 , 6a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  
1 4 1 6  0كان  لم او  25

 :لهذه المعادلة جذرين مختلفين همااستنتجنا أن 

1
1 5 6

3
2 2 2

b
x

a
2و  

1 5 4
2

2 2 2

b
x

a
 

 .3,2Sأي مجموعة حلول المعادلة 

 الحل

 الحل
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 2 2 1 0x x:  1هنا , 2 , 1a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  

2 4 1 1 4 4 0  
2 :استنتجنا أن لهذه المعادلة جذر مضاعف هو 0كان  لم او 

1
2 2

b
x

a
  

 .1Sأي مجموعة حلول المعادلة 
 2 5 6 0u u : 1هنا , 5 , 6a b c  

2ي الحدود نجدثلاث مميِّّزنحسب  
5 4 1 6 25 24  0كان  لم او  1

 :لهذه المعادلة جذرين مختلفين همااستنتجنا أن 

1
5 1 6

3
2 2 2

b
u

a
2و  

5 1 4
2

2 2 2

b
u

a
 

,3أي مجموعة حلول المعادلة  2S. 
 23 12 12 0x x   23يمكن كتابة المعادلة بالشكل 4 4 0x x  والتي يمكن

2كتابتها بالشكل 
3 2 0x  2ومنهx أي مجموعة حلول المعادلة  جذر مضاعف

2S 
 2 20 0m m : 1هنا , 1 , 20a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  
1 4 1 20 1 80 كان  لم او  79

0 
 Sحلول أي لهذه المعادلة  ليس أن هاستنتجنا 

 2 1.1 0.1 0x x : 1هنا , 1.1 , 0.1a b c  
2 ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  

1.1 4 1 0.1 1.21 0.4 0.81  
 :لهذه المعادلة جذرين مختلفين هما استنتجنا أن   0كان  لم او 

1
1.1 0.9 2

1
2 2 2

b
x

a
و  

2
1.1 0.9 0.2

0.1
2 2 2

b
x

a
 

,1أي مجموعة حلول المعادلة  0.1S 
 2 3 2 4 0x x : 1هنا , 3 2 , 4a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  
3 2 4 1 4 18 16 كان  لم او  2

 :لهذه المعادلة جذرين مختلفين هما استنتجنا أن    0

1
3 2 2

2
2 2

b
x

a
2و  

3 2 2
2 2

2 2

b
x

a
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2,2أي مجموعة حلول المعادلة  2S 

 
2 2 3 1 3 0x x : 1هنا , 2 3 , 1 3a b c  

 ثلاثي الحدود نجد ميِّّز منحسب  
2

2 3 4 1 1 3 4 4 3 3 4 4 3 3  
 :استنتجنا أن لهذه المعادلة جذرين مختلفين هما 0كان  لم او 

1
2 3 3 2

1
2 2 2

b
x

a
و  

2
2 3 3 2 2 3

1 3
2 2 2

b
x

a
 

2,1أي مجموعة حلول المعادلة  3S 
 :المعادلات الآتية أيضاً  حل    

 
2 2

2 2

2 2 3 2

2 3 2 0 3 4 7 12 0

(2 1) 4 0 2 2 0

(2 ) 0 8 12 0

t t x x

x x x

t t x x x

 

 
 23 4 7 12 0x x : 3هنا , 4 7 , 12a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  
4 7 4 3 12 112 144  لم او  256

 :استنتجنا أن لهذه المعادلة جذرين مختلفين هما 0كان 

1
4 7 16

2 7 8
2 2

b
x

a
و  

2
4 7 16

2 7 8
2 2

b
x

a
 

2أي مجموعة حلول المعادلة  7 8,2 7 8S 

 22 3 2 0t t : 2هنا , 3 , 2a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  

3 4 2 2 9 8 كان  لم او  1
 :استنتجنا أن لهذه المعادلة جذرين مختلفين هما 0

1
3 1 2 2

2 22 2 2 2

b
t

a
2و  

3 1 4
2

2 2 2 2 2

b
t

a
 

2أي مجموعة حلول المعادلة
2,
2

S 

22يمكن كتابة المعادلة   2 0x x   2بالشكل 2 2 0x x 

 الحل
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1هنا  , 2 , 2a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  

2 4 1 2 4 8 كان  لم او  4
 حلوللهذه المعادلة  ليس أن هاستنتجنا  0

 Sأي مجموعة حلول المعادلة 

 
2

2 1 4 0x:  إذا لاحظنا أن الطرف الأيسر من المعادلة فرق مرب عين و يساوي
2بالشكل  كتابة المعادلة نايمكنمجموع العددين بفرقهما  1 2 2 1 2 0x x ، 

2بإصلاح كل مقدار بين قوسين مستطيلين نجد أن   3 2 1 0x x 
1ومنه إما 

2
x  3أو

2
x  1أي مجموعة حلول المعادلة 3

,
2 2

S. 

 3 28 12 0x x x  : يمكن كتابة المعادلة بالشكل بأخذ العامل المشترك خارج قوسين
2 8 12 0x x x وبتحليل المقدار من الدرجة الثانية إلى جداء ضرب قوسين نجد 
2 6 0x x x  

 .0,2,6Sأي مجموعة حلول المعادلة  6xأو  2xأو  0xومنه إما 

 
222 0t t :فإن   ،العدد الذي مرب عه صفر يساوي الصفر :باستعمال الحقيقة الآتية

2هذه المعادلة تكافئ المعادلة  2 0t t  1هنا و , 1 , 2a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  

1 4 1 2 1 8  0كان  لم او  9
 :استنتجنا أن لهذه المعادلة جذرين مختلفين هما

1
1 3 2

1
2 2 2

b
t

a
2و  

1 3 4
2

2 2 2

b
t

a
 

 .2,1Sمجموعة حلول المعادلة أي
2 :التي يكون عندها للمعادلة mقيمة الوسيط الحقيقي  ن  عيِّّ   4 1 0x x m   جذر 

 هذا الجذر. عندئذ   احسبو ؟  مضاعف  

2ل ثلاثي الحدود لنحوِّ   4 1 0x x m  ِّّةيغة القانوني  إلى الص 
2المعادلة  4 1 0x x m  2يمكن كتابتها بالشكل 4 4 4 1 0x x m 

2أي 
2 5 0x m. 

5عندما  مضاعف   يكون للمعادلة جذر   0m 5ندما أي عm  2عندها الجذر يساوي. 
aهنا لدينا  :حل  آخر b c m1 , 4 , 1  
  ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب 

 الحل
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m m m24 4 1 1 16 4 4 20 للمعادلة جذر   كان لم او  4
m20وهذا يكافئ  0معدوماً .  مميِّّز مضاعف  كان ال 4 mومنه  0 و   5

xالمعادلة   x2 4 4 xعندها الجذر يساوي   0
( 4)

2
2

 . 

 
  تَدرَّبْ  

 رجة الأولى:جداء ضرب عوامل من الد   إلى ات الحدود الآتيةكلاًّ من ثلاثي   حلّل 
2 2

2 2

( ) 2 5 2 ( ) 7 10

1 1
( ) 1 ( ) 3 4 4

2 2

f x x x f x x x

f x x x f x x x
 

 
 

2 7 10f x x x : 1هنا , 7 , 10a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  

7 4 1 10 49 40 كان  لم او  9
 :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن  0

1
7 3 4

2
2 2 2

b
x

a
2و  

7 3 10
5

2 2 2

b
x

a
 

2ومنه يمكن كتابة ثلاثي الحدود بالشكل  5f x x x. 

 
22 5 2f x x x : 2هنا , 5 , 2a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  
5 4 2 2 25 16  0كان  لم او  9

 :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
5 3 2

1
2 2 2

b
x

a
2و  

5 3 8
4

2 2 2

b
x

a
 

1بالشكل  ومنه يمكن كتابة ثلاثي الحدود 4f x x x. 

 
23 4 4f x x x : 3هنا , 4 , 4a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  
4 4 3 4 16 48 كان  لم او  64

 :ختلفين هماجذرين م لثلاثي الحدوداستنتجنا أن  0

1
4 8 12

6
2 6 2

b
x

a
2و  

4 8 4 2

2 6 6 3

b
x

a
 

2ومنه يمكن كتابة ثلاثي الحدود بالشكل 
3 6

3
f x x x. 

 21 1
1

2 2
f x x x : 1هنا 1

, , 1
2 2

a b c  

 الحل
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ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب  
2
1 1 1 9

4 1 2
2 2 4 4

كان  لم او  

 :جذرين مختلفين هما لثلاثي الحدود استنتجنا أن   0

1

1 3 2

2 2 2 1
2 1 1

b
x

a
2و  

1 3 4

2 2 2 2
2 1 1

b
x

a
 

1ومنه يمكن كتابة ثلاثي الحدود بالشكل 
2 1

2
f x x x. 

 عطى:إشارة ثلاثي الحدود الم   x، ادرس تِّبعاً لقيم يأتيفيما  
2 2

2 2

( ) 2 3 ( ) 2

( ) 6 5 ( ) 4 4

f x x x f x x x

f x x x f x x x
 

 
 

2 2f x x x : 1هنا, 1 , 2a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب 

1 4 1 2 1 8  0كان  لم او  9
 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
1 3 4

2
2 2 2

b
x

a
2و  

1 3 2
1

2 2 2

b
x

a
 

0fاستنتجنا أن  0aكان  لم او  x  عندما, 2 1,x  0وf x 
 .2,1xعندما 

 
2 2 3f x x x : 1هنا, 2 , 3a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب 
2 4 1 3 4 12 كان  لم او  8

  .جذور ليس لثلاثي الحدوداستنتجنا أن  0
0fاستنتجنا أن  0aكان  لم او  x  أياً كان العدد الحقيقيx. 

2ثلاثي الحدود  يمكن كتابة   4 4f x x x 2بالشكل
2f x x  ومنه

0f x  أياً كان العدد الحقيقيx. 
 2 6 5f x x x : 1هنا, 6 , 5a b c  . الحدود ثلاثي  مميِّّز نحسب
2نجد

6 4 1 5 36 20  0كان  لم او  16
 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
6 4 10

5
2 2 2

b
x

a
2و  

6 4 2
1

2 2 2

b
x

a
 

0fاستنتجنا أن  0aكان  لم او  x  1,5عندماx  0وf x  عندما
,1 5,x. 

 الحل
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 من المتراجحات الآتية: كلاً  حل   
2 2

2

2 2

20 0 3 2 0

4 0 ( 2) 0

2 24 72 0 9 0

x x x x

x x x

x x x

 

 
 2 3 2 0x x : 1هنا, 3 , 2a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب 
3 4 1 2 9 8  0كان  لم او  1

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدود استنتجنا أن  

1
3 1 2

1
2 2 2

b
x

a
2و  

3 1 4
2

2 2 2

b
x

a
 

2 استنتجنا أن   0aكان  لم او  3 2 0x x  1,عندما 2,x. 
 2 20 0x x : 1هنا, 1 , 20a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 
1 4 1 20 1 80  0كان  لم او  81

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
1 9 10

5
2 2 2

b
x

a
2و  

1 9 8
4

2 2 2

b
x

a
 

2 استنتجنا أن   0aكان  لم او  20 0x x  5,4عندماx. 
 2 0x x :  هما: انمختلف انجذر  لثلاثي الحدود من الواضح أن 

1 0x  2و 2x  0كان  لم اوa  2استنتجنا أن 0x x 0,2 عندماx. 
 2 4 0x: 2كان  لم ا 4 4x  كانت المتراجحة محققة أياً كان العدد الحقيقيx .

 .وبالتالي مجموعة حلول المتراجحة هي 
2يمكننا كتابة المتراجحة  9 0x  2بالشكل 9 0x  

2كان  لم او  9 9x  2كانت المتراجحة 9 0x  غير محققة أياً كان العدد الحقيقي
x وبالتالي مجموعة حلول المتراجحة هي.. 

22المتراجحة   24 72 0x x  2تكافئ المتراجحة 12 36 0x x 
2والتي يمكن كتابتها بالشكل 

6 0x 
2استنتجنا أن  0aكان  لم او 

6 0x  غير محققة أياً كان العدد الحقيقيx وبالتالي.
 .مجموعة حلول المتراجحة هي 

 

 الحل



 

70 

رْ      فَك ِّ

2تأمّل المعادلة  0ax bx c (0a ،) 2ها مميِّّز فترض أنّ او 4ab c   موجب 
. احسب باستعمال هذه الصيغ المقدارين 2xو 1xمن جذريها  لقد وجدتَ سابقاً صيغة كل   .تماماً 

1 2x x 1و 2x x   ابقة.برهنة الس  واستنتج برهاناً آخر للم 

 
1كان  لم ا 2,2 2

b b
x x

a a
 كان 

1 2
2

2 2 2

b b b b
x x

a a a a
 

 أيضاً 
22

2

1 2 2 2

2 2

2 2

2 2 4 4

4 4

4 4

bb b b
x x

a a a a

b b ac ac c

aa a

 

رْ      فَك ِّ

1، ت عطي العلاقات  0في حالة  2 2

b
x x

a
للمعادلة  . وهذا ما يجعلنا نقول إن  

صيغة مجموع الجذرين وصيغة جداء  تبقىهل . جذرين متساويين، أو إنّ لها جذراً مضاعفاً 
 ؟ ضربهما المبي نتان سابقاً صحيحتين عند تساوي الجذرين

 وذلك لأن   ، نعم تبقى صحيحة 

1 2
2

2 2 2

b b b b
x x

a a a a
 
b b b ac ac c

x x
a a aa a a

2

1 2 2 2 2

4 0 4
2 2 4 4 4 

 
  تَدرَّبْ  

2هو حلٌّ للمعادلة  2أن   توث ق  5 6 0x x ما مجموع جذري هذه المعادلة ؟ وما جداء .
 .ضربهما؟ استنتج الحل الآخر

 
2في المعادلة  2 ضنعوّ  5 6 0x x  22 نحصل على العبارة 5 2 6 عبارة ا أن هنجد  0

 هو حل للمعادلة. 2بالتالي  صحيحة. 

 الحل

 الحل

 الحل
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b لأن    5جذري المعادلة يساوي  مجموع
x x

a1 2
5
1

  لأن    .6جداء ضربهما يساوي ، و و  
c

x x
a1 2

6
1

 
لأن  .3ر للمعادلة هو كان الحل الآخ 5يساوي  الحلينو مجموع  2كان الحل الأول للمعادلة هو  لم ا

x x1 2 x22إذن  ، x1وليكن  2 ونعلم أن  أحد الجذرين يساوي  5 x2ومنه  5 3 
2حلٌّ للمعادلة  هو 1أن   توث ق  3 2 0x x ما مجموع جذري هذه المعادلة؟  وما جداء .

 .ضربهما؟ استنتج الحل الآخر

 
2في المعادلة  1 نعوض 3 2 0x x  2أي

1 3 1 2 ا محققة أن هنجد  0
 هو حل للمعادلة. 1بالتالي 
 .2، و جداء ضربهما يساوي 3المعادلة يساوي  جذري مجموع 

الآخر للمعادلة هو الجذر كان  3يساوي  الجذرينو مجموع  1الأول للمعادلة هو  الجذركان  لم ا
2. 

)لتكن   )E  22المعادلة 0x x m. 
)لمعادلة جذراً ل 1xيكون العدد كي  mيف نختار العدد الحقيقي ك   )E  ؟ 
 استنتج الجذر الآخر.  

 
22  للمعادلة ذراً ج 1كان  لم ا 0x x m قيمة  علىفي المعادلة  1 حصلنا من تعويضm 

2أي  1 0m  1ومنهm. 
22نا أن  جدو   mفي المعادلة قيمة  ناضعو  إذا  1 0x x المعادلة  كان مجموع جذري  لم ا. و

1يساوي 

2
1 مساوياً كان الجذر الآخر  1هذين الجذرين وكان أحد  

2
. 

، واستنتج الجذر الآخر دون حساب  ، أوجد أحد الجذرين ذهنياً  ن المعادلات الآتيةم في حالة كلّ   
 :مميِّّزال

2 2

2 2

2 2

3 2 5 0 7 6 0

5 4 0 3 10 0

2 5 15 0 2 4 0

x x x x

x x x x

x x x x

 

 
 ة.هو جذر للمعادل 1نلاحظ أن مجموع أمثال الحدود يساوي صفر ومنه  

 .6كان الجذر الآخر يساوي  1المعادلة جذري وكان أحد  7المعادلة يساوي جذري  مجموعكان  لم او 

 الحل

 الحل

 الحل
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أمثال الحدود ذات القوى الفردية نلاحظ أن مجموع أمثال الحدود ذات القوى الزوجية يساوي مجموع  
2المعادلة يساوي  جذري كان مجموع  لم او  هو جذر للمعادلة. 1إذن 

3
 1المعادلة جذري وكان أحد  

5مساوياً كان الجذر الآخر 

3
. 

وكان أحد جذور  3مساوياً المعادلة جذري كان مجموع  لم االمعادلة و جذري أحد  2أن  الواضحمن  
 .5مساوياً كان الجذر الآخر  2المعادلة 

وكان أحد  5مساوياً المعادلة جذري كان مجموع  لم االمعادلة و جذري أحد  1أن  الواضحمن  
 .4مساوياً كان الجذر الآخر  1جذور المعادلة 

وكان أحد  2مساوياً المعادلة جذري كان مجموع  لم االمعادلة و جذري أحد  2أن  الواضحمن  
2مساوياً كان الجذر الآخر  2جذور المعادلة  2. 

5مساوياً كان مجموع جذور المعادلة  لم االمعادلة و جذري أحد  5أن  الواضحمن  

2
وكان أحد  

3 مساوياً كان الجذر الآخر  5المعادلة جذري  5

2
. 

  لتكون المعادلتان الآتيتان متكافئتين. nو  mين العددين الحقيقي   دِّ جِّ  

2 0x mx m n     23    و ( 6) 1 0x m x n 

ومنه مجموع جذري المعادلة الأولى  ،يكون لهما الجذور ذاتها ن عندما يعادلتان متكافئتتكون الم  
6يساوي مجموع جذري المعادلة الثانية أي 

3

m
m  

أي  كذلك جداء ضرب جذري المعادلة الأولى يساوي جداء ضرب جذري المعادلة الثانيةو 
1

3

n
m n  

6المعادلة من 

3

m
m  3أن  نجدm  نعوض قيمةm  1بالمعادلة

3

n
m n  نجد

1 9 3n n  4ومنهn. 

 
رْ    فَك ِّ

احث  عن الذهب. تريد شراء قطعة أرض يمكن أن تكون غنيّة بعروق ك بتخيّل أنّ  :الخيار الصعب
. يعرض  البائع  عليك عدةَ قطع 2pالذهب، شريطة أن تكون على هيئة مستطيل محيطه معطى ولنقل 

أبَي نَ :الآتيلإجابة عن السؤال . تدرك على الفور أنّ من مصلحتك ا2pأرض  متساوية السعر ومحيطها 
 ا أبعادها؟؟ م جميع قطع الأرض المعروضة، قطعة  مساحت ها أكبر  ما يمكن

 الحل
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 :عطى بالعلاقةأن  مساحتَه ت   ن  يق  إلى أحد بعدَي المستطيل. ت xنرمز بالرمز  
2( )S x x px 

) اكتب    )S x رغيِّّ قيمة للمت . عند أيّ ةالقانونيّ  صيغةبال x  يكون( )S x .احسب   ث مّ  أكبر ما يمكن 
 .المستطيل الموافق عدي  ب  

 
2 مساوياً كان البعد الآخر  xكان أحد بعدي المستطيل يساوي  لم ا  2

2

p x
p x. 

2Sمساحة المستطيل تساوي  ومنه استنتجنا أن   x x p x x px. 
Sنكتب   x بالصورة القانوني ة كما يلي 

2 2
2 2 2

22 2 2
2

2 2

4 4 2 4

p p
S x x px x px x px

p p p p
x px x

 

كان  لم ا
2

0
2

p
x   كان

2 2 2

2 4 4

p p p
x  أي

2

4

p
S x. 

يمكن عندما  بالتالي تكون مساحة المستطيل أكبر ما
2

p
x.  القيمة  وتبلغ المساحةp2

4
 

 مساوياً وعندها يكون البعد الآخر 
2 2

p p
p x p. 

   متراجحاتٌ مضاعفة التربيع  معادلاتٌ و :تَدرَّبْ  
 ؟ 6لنتأمّل المسألة الآتية: أَيوجد عدد  حقيقي يكون مجموع مربعه ومقلوب مربعه مساوياً  

2 :المعادلة تؤول هذه المسألة إلى حلِّّ 
2

1
6x

x
\ في  المجموعة ، وهي تكافئ  في 0

)المعادلةَ  نفسها )E 4   :الآتية 2( ) 6 1 0E x x 
)المعادلة  )E  م  سوى معادلة مضاعفة التربيع، ت سم ى الرابعةدرجة ال منهي معادلة ، إذ لا تضُّ

 .والحد الثابت 2xو 4xالحدين
) المعادلة حل    )E 

)للمعادلة  حلاً  0xإذا كان  أن هأثبت   )E 2، كان
0 0t x  ًللمعادلة حلا ( )E التالية 

2( ) 6 1 0E t t 
)للمعادلة  حلاً  0t إذا كان العدد الموجب أن هبالعكس، أثبت   )E1، كان 0x t 
2و 0x t   ن للمعادلة حل ي( )E. 
)أوجد إذن حلول المعادلة   )E. 

 الحل
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)حلاً للمعادلة  0xإذا كان   )E،  تحققت المساواةx x4 2

0 06 1 2ولما كان  ،0
0 0t x  وجدنا

tبالتعويض أنَّ  t2
0 06 1 2كان ومنه  0

0 0t x  حلاً للمعادلة( )E . 

)حلاً للمعادلة  0tإذا كان العدد الموجب   )E ، تحقَّقت المساواةt t2
0 06 1 ذا كان فإ ، 0

1 0x t  َّوجدنا أنx t2
1 xوبالتعويض في المساواة السابقة وجدنا أنَّ  ، 0 x4 2

1 16 1 0 ، 

1وهذا معناه أنَّ  0x t  جذرٌ للمعادلة( )E. 

2كذلك الأمر بالنسبة لـ  0x t ،  مربَّعهاx t2
2 وجدنا أنَّ  السابقةوبالتعويض في المساواة  ، 0

x x4 2
2 26 1 xوهذا معناه أنَّ  ، 0 t2 )جذرٌ للمعادلة  0 )E. 

)حلول المعادلة لإيجاد ذن إ  )E.  ًنوجد حلول المعادلة  بداية( )E ،  2ها مميِّّز 4ab c 
2ويساوي  4 1 1 ختلفين لهذه المعادلة جذرين م استنتجنا أن   0كان  لم او  326

b:هما
t

a1
6 4 2

3 2 2
2 2

b و 
t

a2
6 4 2

3 2 2
2 2

 
)نكتب كلًا من جذري المعادلة  )E   على صورة مربع  كامل: 

2 2

1 23 2 2 1 2 2 2 1 2 , 3 2 2 1 2t t 
ابقة نجد أن    xومن الدراسة الس  t1 1 2 1 ، x t2 1 1 2 ، 

x t3 2 2 1 ، x t4 2 2 )هي الجذور الأربعة للمعادلة 1 )E . 
 متراجحات مضاعفة التربيع معادلات و حل   

 تية:مضاعفة التربيع الآالمن المعادلات أو المتراجحات  ل  كلاً ح  
4 2 4 2

4 2 4 2

4 2 4 2

3
2 1 0 12 0

2
3 4 0 2 1 0

10 9 0 5 6 0

x x x x

x x x x

x x x x

 

 
2t نضع  x 2 ومنه 12 0t t .1 هنا , 1 , 12a b c 

2ثلاثي الحدود نجد  مميِّّزحسب ن
1 4 1 12 1 48 كان  لم او  47

 .Sأي مجموعة حلول المعادلة،  أي حللهذه المعادلة  ليس أن هاستنتجنا 0
2tنضع   x 2 ومنه 3

2 1 0
2

t t  نحصل على المعادلة  2وبضرب طرفي المعادلة بـ
24المكافئة  3 2 0t t . 4هنا , 3 , 2a b c 

2ثلاثي الحدود نجد  مميِّّزحسب ن
3 4 4 2 9 32 كان  لم او  21

 .Sليس لهذه المعادلة أي حل ، أي مجموعة حلول المعادلة أن هاستنتجنا 0
2t نضع  x  2ومنه 2 1 0t t   2والتي يمكن كتابتها بالشكل

1 0t 

 الحل

 الحل
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2أي  1t ومنه 1x ، مجموعة حلول المعادلة أي وهذا مستحيل، أيS. 
2tنضع   x 2 ومنه 3 4 0t t.  1هنا , 3 , 4a b c 

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز حسب ن
3 4 1 2 9 8  0كان  لم او  1

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدودأن  استنتجنا

1
3 5 8

4
2 2 2

b
t

a
2و  

3 5 2
1

2 2 2

b
t

a
 

2استنتجنا أن  0aكان  لم او  3 4 0t t  عندما, 1 4,t. 
2نجد أن  xللمتحول  بالعودة 4,x  2حيث أنx لا يمكن أن يكون سالب، 

2 كان لم ا 4,x  كان, 2 2,x. 
2tنضع   x 2 ومنه 5 6 0t t . 1هنا , 5 , 6a b c 

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز  نحسب
5 4 1 6 25 24  0كان  لم او  1

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدودأن  استنتجنا

1
5 1 6

3
2 2 2

b
t

a
2و  

5 1 4
2

2 2 2

b
t

a
 

2استنتجنا أن  0a كان م الو  5 6 0t t  2,عندما 3,t. 
2نجد أن  xبالعودة للمتحول  0,2 3,x   2حيث أنx لا يمكن أن يكون سالب، 

2 انك لم ا 0,2x  2كان, 2x . 
2 كان لم ا 3,x  كان, 3 3,x. 

,حلول المتراجحة هي  مجموعةومنه  3 2, 2 3,x 
2tنضع   x 2 نهوم 10 9 0t t .  1هنا , 10 , 9a b c   ثلاثي  مميِّّزنحسب

2الحدود نجد
10 4 1 9 100 36  0كان  لم او  64

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدودستنتجنا أن ا

1
10 8 18

9
2 2 2

b
t

a
2و  

10 8 2
1

2 2 2

b
t

a
 

2استنتجنا أن  0a كان لم او  10 9 0t t  1,9عندماt. 
2نجد أن  xبالعودة للمتحول  1,9x . 2كان  لم ا 1,9x  3كان, 1 1,3x . 
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 تمرينات ومسائل   
في   :  نجد  ر و لمجا ا لشكل  فئ قطعاً ا معلم    اً مكا في  لته  د معا

هي  2yمتجانس  x  مستقيم وعلى   .d  دلته 2yمعا x .
 .dو ين الخط   تقاطعِّ  أوجد إحداثيات نقطتي  

 
 نحل المعادلتين حل مشترك أيلإيجاد إحداثيات نقطتي التقاطع 

2 2x x  2أي 2 0x x هنا   .ي معادلة من الدرجة الثانيةوه
1, 1 , 2a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 
1 4 1 2 8 9  0كان  لم او  1

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدودأن  استنتجنا

1
1 3 2

1
2 2 2

b
x

a
2و  

1 3 4
2

2 2 2

b
x

a
 

1لإيجاد تراتيب نقطتي التقاطع نعوض   1x  في أي من المعادلتين ومن الأسهل هنا تعويضها
2yبمعادلة المستقيم  x  1ومنه نجد 1 2 1 2 1y x  2، نعوض 2x   في

2yمعادلة المستقيم  x  2ومنه نجد 2 2 2 2 4y x. 
)2ثلاثي حدود من الدرجة الثانية مّل نتأ   )x P x ax bx c ،( 0)a. 

  :الآتيةالمقادير  cو bو aبدلالة  احسب    

    
(0)

(1) ( 1)

2
(1) ( 1) 2 (0)

2

P

P P

P P P

   

ثلاثي حدود  هو الخط البياني لتابع المجاور المنحني المبيّن في الشكل 
)2 من الدرجة الثانية )x P x ax bx c   لى ف ععر  م .

 .مستفيداً من المعلومات المتاحة في التمثيل البيانيّ  cو bو a عيّن  

 
 0P c 

 1 1 2

2 2 2

P P a b c a b c b
b 

 1 1 2 0 2 2

2 2 2

P P P a b c a b c c a
a 

 الحل

 الحل

d

O

1

1

Y

X

O 1

6

1

3

X

Y

2

1
A

B

C
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1,2من الواضح أن منحني التابع يمر بالنقاط   , 0,3 , 1,6 
0Pلدينا  c  3ومنهc 

1لدينا  1

2

P P
b  1ومنه 1 1 6 5

2 2 2

P P
b 

1لدينا  1 2 0

2

P P P
a  ومنه

1 1 2 0 1 6 6 1

2 2 2

P P P
a 

21ومنه التابع هو  5
3

2 2
y x x. 

 .xالحدود الآتية تِّبعاً لقيم  من كثيرات ادرس إشارة كلّ   
2 2

2 2

( ) 3 2 ( ) 6

( ) 2 1 0 ( ) 2 1

f x x x f x x x

f x x x f x x x
 

 
 

2 6f x x x. 1 هنا, 1 , 6a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 

1 4 1 6 1 24   0كان  لم او  25
 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدودأن  استنتجنا

1
1 5 4

2
2 2 2

b
x

a
2و  

1 5 6
3

2 2 2

b
x

a
 

0fاستنتجنا أن  0a كان لم او  x  عندما, 2 3,x  0وf x  عندما
2,3x. 

 
23 2f x x x .  1هنا, 2 , 3a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 
2 4 1 3 4 12  0كان  لم او  8

 .aالحدود من إشارة  ثلاثيإشارة  أن  جنا استنت
0fأن  استنتجنا 0aكان  لم او  x  أياً كان العدد الحقيقيx. 

 22 1f x x x. 2 هنا, 1 , 1a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 

1 4 2 1 1 8  0كان  لم او  9
 جذرين مختلفين هما: الحدودلثلاثي استنتجنا أن 

1
1 3 4

1
2 4 4

b
x

a
2و  

1 3 2 1

2 4 4 2

b
x

a
 

 الحل
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0fأن  استنتجنا 0aكان  لم او  x  1عندما
, 1,
2

x  0وf x  عندما
1
,1
2

x. 

 2 2 1f x x x.  1هنا, 2 , 1a b c  
2 ي الحدود نجدثلاث مميِّّزنحسب 

2 4 1 1 2 4  0كان  لم او  2
 .aثلاثي الحدود من إشارة  إشارة أن  استنتجنا 

0fاستنتجنا أن  0aكان  لم او  x  أياً كان العدد الحقيقيx. 
 كلًا من المتراجحات الآتية: حلّ  

2 2

2

2

5 7 0 4 12 0

3 (1 ) 0 2 12 18 0

(2 3)( 5) 0 29 96

x x x x

x x x x

x x x x

 

  2 4 12 0x x.  1هنا, 4 , 12a b c  
2ود نجدثلاثي الحد مميِّّزنحسب 

4 4 1 12 16 48  0كان  لم او  64
 جذرين مختلفين هما: الحدودلثلاثي استنتجنا أن 

1
4 8 12

6
2 2 2

b
x

a
2و  

4 8 4
2

2 2 2

b
x

a
 

2أن  استنتجنا 0aكان  لم او  4 12 0x x 6,2ندما عx. 
 2 5 7 0x x.  1هنا, 5, 7a b c  

2الحدود نجد ثلاثي مميِّّزنحسب 
5 4 1 7 25 28  0كان  لم او  3

 aهي إشارةإشارة واحدة  لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 
2أن  استنتجنا 0aكان  لم او  5 7 0x x  أياً كان العدد الحقيقيx. 

22 المتراجحة  12 18 0x x 2 تكافئ المتراجحة 6 9 0x x  والتي يمكن كتابتها
2بالشكل 

3 0x  2كان  لم او
3 0x  3كانت المتراجحة محققة إذا وفقط إذا كانx. 

 3 1 0x x. 3معادلة نلاحظ أن لل 1 0x x 1 جذرين مختلفين هما 20 , 1x x 
,سالب كانت المتراجحة السابقة محققة عندما  2xأمثال الحد  كان لم او  0 1,x. 

 229 96x x 2  بالشكلالمتراجحة السابقة  كتابة يمكن 29 96 0x x 
,1هنا  29 , 96a b c.  ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 

 2
29 4 1 96  :جذرين مختلفين لثلاثي الحدوداستنتجنا  ،0كان  لم او  1225

 الحل
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1
29 35 6

3
2 2 2

b
x

a
2و  

29 35 64
32

2 2 2

b
x

a
 

2استنتجنا أن  0a كان لم او  29 96 0x x  3,32عندماx. 
 2 3 5 0x x .2أن للمعادلة  نلاحظ 3 5 0x x جذرين مختلفين هما 

1 2
3
, 5
2

x x  2أمثال الحد  كان لم اوx  3محققة عندما موجب كانت المتراجحة
5,
2

x. 

)2عل ثلاثي الحدود التي تج mة أوجد الأعداد الحقيقيّ   ) 2f x x x m  سالباً على. 

 
2الحدود  ثلاثييكون  2f x x x m د ثلاثي الحدو  مميِّّزإذا وفقط إذا كان   سالباً على 

,1هنا  سالب. 2xسالب و أمثال  2 ,a b c m  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب ،0aلدينا 

2 4 1 4 4m m. 
2 الحدودومنه يكون ثلاثي  2f x x x m 4ان إذا وفقط إذا ك  سالباً على 4 0m 

 .m,1 أي 1mأي 
)لُّ المتراجحة ح  )I 2 :التالية 4 3

1 2

x x

x x
. 

  
)إذن سنحلُّ المتراجحة  ، 2xأو 1xلا يكون للمتراجحة معنى في حال كانت  )I  في

\ المجموعة 1,2. 

2بالشكل السابقة  المتراجحةيمكن كتابة   4 3
0

1 2

x x

x x
 أي  

2 2 4 3 1
0

1 2

x x x x

x x
 

ومنه
2 22 4 4 7 3

0
1 2

x x x x

x x
 بالتالي 

2 22 4 4 7 3
0

1 2

x x x x

x x
 

 أي
26 3 3

0
1 2

x x

x x
. 

26 إشارة البسط نكتب لدراسة 3 3 0x x 22 والتي تكافئ المعادلة 1 0x x ، هنا
2, 1 , 1a b c  

 
 
 

 الحل

 الحل

26 3 3 0

x

x x
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 إشارة المقام 
 
 

C إشارة الكسر x 
 .1,2xالمتراجحة محققة عندما  و
 

  كتابة المعادلة الموافقة  لمسألة   

طوله  خيطاً  مسمارين  89cmنثبِّّت  طرفيه إلى  المسافة  Bو Aمن 
 .65cmبينهما 
 ACB تبيان إذا كان بالإمكان شدُّ الخيط بطريقة تجعل المثلّثي طلب 

 .91cmاوياً عد السؤال في الحالة التي يكون فيها طول الخيط مسأ . ث مّ Cقائماً في 

 

65ABلدينا من الفرض طول الضلع  cm. 
xيساوي  ACلنفترض أن طول الضلع  cm ،89كان طول الخيط يساوي  لم اcm ان طول ك

89يساوي  BCالضلع  x cm، 
2إذا وفقط إذا كان  Cقائماً في  ACBيكون المثلث  2 2AB AC BC 

22أي  265 89x x  2ومنه 24225 7921 178x x x  أي
22 178 3696 0x x نجد المعادلة من الدرجة الثانية  2، وبالقسمة على 

2 89 1848 0x x 
,1هنا  89 , 1848a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 
89 4 1 1848 7921 7392  لم او  529

 0كان 
 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
89 23 66

33
2 2 2

b
x

a
2و  

89 23 112
56

2 2 2

b
x

a
 

xكان طول أحد الأضلاع يساوي  لم او  cm  89والثاني يساوي x cm استنتجنا أن طول أحد ،
33الضلعين يساوي  cm  56والثاني يساوي cm.   

  91 طول الخيط مساوياً في حال كانcm. 

 الحل

A B

C

65 cm

1 2

1 2 0 0

x

x x

2

1 2

6 3 3

1 2 0 0

x

x x

x x

C x

 محققة  غير محققة غير محققة
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xيساوي  ACلنفترض أن طول الضلع  cm ،91كان طول الخيط يساوي  لم اcm  كان طول
91يساوي  BCالضلع  x cm، 

2إذا وفقط إذا كان  Cقائماً في  ACBيكون المثلث  2 2AB AC BC 
22أي  265 91x x  2ومنه 24225 8281 182x x x  أي

22 182 4056 0x x نجد المعادلة من الدرجة الثانية  2، وبالقسمة على 
2 91 2028 0x x 

,1هنا  91 , 2028a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 

91 4 1 2028 8281 8112  لم او  169
 0كان 

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
91 13 78

39
2 2 2

b
x

a
2و  

91 13 104
52

2 2 2

b
x

a
 

xكان طول أحد الأضلاع يساوي  لم او  cm  91والثاني يساوي x cm استنتجنا أن طول أحد ،
39ين يساوي الضلع cm  52والثاني يساوي cm.  

 
 ف وفقعر  التابعَ من الدرجة الثانية الم   fاً، وليكن عدداً حقيقي   mليكن   

2( ) ( 1) 4f x x m x. 
)التي يكون للمعادلة  mما قيم   ) 0f x ؟ احسب عندئذ  هذا  وحيد   ر  عند كلّ  منها جذ

 الجذر.
)التي لا يكون للمعادلة  mما قيم   ) 0f x  منها أي  حل. أيّ  عند 

 

)يكون للمعادلة   ) 0f x أي  0 مميِّّزعندما يكون ال  وحيد   ر  جذ
2( 1) 4 1 4 0m  2ومنه 2 1 16 0m m  2أي 2 15 0m m 

,1هنا  2 , 15a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 

2 4 1 15 4 60 كان  لم او  64
0 

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
2 8 10

5
2 2 2

b
m

a
2و  

2 8 6
3

2 2 2

b
m

a
 

 الحل
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)التي يكون للمعادلة  mقيم ومن  ) 0f x 5,3هي  وحيد   ر  عند كلّ  منها جذ. 
)2في المعادلة الأصلية نجد  بالتعويض ) 4 4f x x x  2أو( ) 4 4f x x x. 

)التي لا يكون للمعادلة  mقيم   ) 0f x  سالب  مميِّّز، عندما يكون المنها أي  حل أيّ  عند
)2أي  0 1) 4 1 4 0m  2ومنه 2 15 0m m  حقق عندما تيوهذا

5,3m. 
 

 
 من المعادلات الآتية: كلاً  ل  ح   

2 2

2
2 2

3 ( 2)( 3) 12 ( 1) 1 0

2 1
2 1 4( 3) ( 5) 0

1
1 2 9 3 1 11

2 2 5 4 2 2 5

x x x x x x

x x
x x x

x
x x

x x x x

  

 
) يمكن كتابة المعادلة بالشكل  1) 1 1 0x x x x لعامل المشتركا وبإخراج x( 1) 

) خارج قوسين نجد 1) 1 0x x x  ومنه( 1) 2 1 0x x إذن 
1أو  1xإما  

2
x  1ومنه مجموعة حلول المعادلة

, 1
2

S. 

 كتابة المعادلة بالشكل نايمكنبنقل المقادير إلى جهة واحدة من إشارة المساواة  
23 4 ( 2)( 3) 0x x x  نحلل فرق المربعين إلى جداء ضرب مجموع عددين بفرقهما نجد 

3 2 2 ( 2)( 3) 0x x x x وبإخراج العامل المشترك خارج قوسين 
2 3 2 ( 3) 0x x x  2وبفك الأقواس الداخلية وتجميع الحدود 4 9 0x x 

 ومنه
2x  9أو

4
x  9ومنه مجموعة حلول المعادلة

,2
4

S. 

 كتابة المعادلة بالشكل يسر عبارة عن فرق مربعين أمكنناالمقدار في الطرف الأإذا لاحظنا أن   
2( 3) ( 5) 2( 3) ( 5) 0x x x x لفك الأقواس نجد  وبإجراء العمليات المناسبة

2 6 5 2 6 5 0x x x x  11ومنه 3 1 0x x :ومنه 
1أو  11xإما 

3
x 1نه مجموعة حلول المعادلة وم

11,
3

S. 

 الحل
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2نجد   1xبضرب طرفي المعادلة بـ   2 1 2 1 1x x x x  وبنشر الطرف الأيمن
2 22 1 2 1x x x x  2وبالاختزال نجد 0x x إخراج وبx  كعامل مشترك نكتب

1 0x x:ومنه، 
0x  1أوx  0,1ومنه مجموعة حلول المعادلةS. 

2بضرب طرفي المعادلة بـ   2x x  نجد 
211

3 2 1 2 4
5

x x x x x 

2 سرالأي وبنشر الطرف 2 211
3 6 3 2 4

5
x x x x x في الطرف الأيسر  وبالاختزال

2 نجد 211
2 9 2 4

5
x x x  نجد  5وبضرب طرفي المعادلة بـ

2 210 45 10 11 44x x x  221نجد  الوبالاختز 45 54 0x x  3 وبالقسمة على 
27نكتب  15 18 0x x، 7هنا, 15 , 18a b c 

2 الحدود نجد ثلاثي مميِّّزنحسب  
15 4 7 18 225+504 كان  لم او  729

 جذرين مختلفين هما: الحدود لثلاثياستنتجنا أن  0

1 2
15 27 6 15 27 42

, 3
2 14 7 2 14 14

b b
x x

a a
 و  

6ومنه مجموعة حلول المعادلة  
,3
7

S. 

2بضرب طرفي المعادلة بـ   5 2x x  نجد 
9

2 5 2 2 2 5 2
4

x x x x 

9 سرالأي ر الطرفوبنش
2 5 2 4 2 5 2

4
x x x x في الطرف الأيسر نجد وبالاختزال 

9
9 2 5 2
4
x x   نجد  9والقسمة على   4وبضرب طرفي المعادلة بـ

4 2 5 2x x  24نجد  يمنلأبنشر الطرف او 2 10x x وبالاختزال نكتب 
22 6 0x x، 2هنا, 1 , 6a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 
1 4 2 6 1 48  0كان  لم او  49

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
1 7 6 3

2 4 4 2

b
x

a
2و  

1 7 8
2

2 4 4

b
x

a
 

3ومنه مجموعة حلول المعادلة  
,2
2

S. 
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 من المتراجحات الآتية: كلاً  ل  ح   
2

2 2
2

2 5 3
(2 1) ( 1) 0

2
3

5 ( 3)( 1) 2 6
1

x x
x x

x x
x

x x x
x

 

 
22س إشارة البسط ندر   5 3x x.  2هنا, 5 , 3a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 
5 4 2 3 25 24  0كان  لم او  1

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
5 1 6 3

2 4 4 2

b
x

a
2و  

5 1 4
1

2 4 4

b
x

a
 

 منه جدول إشارة البسط هوو 
2ندرس إشارة المقام  2x x 

,1هنا  1 , 2a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 

1 4 1 2 1 8  0كان  لم او  9
 هما: جذرين مختلفين لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
1 3 4

2
2 2 2

b
x

a
2و  

1 3 2
1

2 2 2

b
x

a
 

 ومنه جدول إشارة المقام هو
 
 

 في الجدولإشارة الكسر 
 
 
 
 

3:     ومنه مجموعة حلول المتراجحة هي
, 2 , 1 1,

2
S 

2يمكن كتابة المتراجحة بالشكل   2(2 1) ( 1) 0x x  وبالإفادة من المطابقة التربيعية
2)نكتب  1) ( 1) (2 1) ( 1) 0x x x x  وباختزال الطرف الأيسر نجد 

3 2 0x x. 

 الحل

2

3 / 2 1

2 5 3 0 0

x

x x

2

2 1

2 0 0

x

x x

2

2

2

2

2 3 / 2 1 1

2 5 3 0 0

2 0 0

2 5 3
0 0

2

x

x x

x x

x x

x x
 محققة غير محققة محققة غير محققة محققة
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3إشارة التركيب جدول  2x x 
 ومنه مجموعة حلول المتراجحة هي

,0 2,S 
)يمكن كتابة المتراجحة بالشكل   3)( 1) 2 3 0x x x  وبإخراج( 3)x عامل

)مشترك  نكتب 3) ( 1) 2 0x x  وباختزال الطرف الأيسر نجد 
( 3) 3 0x x. 

3جدول إشارة التركيب  2x x 
 مجموعة حلول المتراجحة هيومنه 
3, 3S 

3يمكن كتابة المتراجحة بالشكل  
5 0

1

x

x
 

\إذن سنحلُّ المتراجحة  في المجموعة ،  1xلا يكون للمتراجحة معنى في حال كانت  1. 

3بتوحيد المقامات نجد    5 1
0

1

x x

x
8أي   4

0
1

x

x
. 

 الكسرجدول إشارة 
 ومنه مجموعة حلول المتراجحة هي

,1 2,S 
 

 :من المعادلات الآتية كلاً  ل  ح   
4 2 4 2

2 4 2
2

4 2 4 2

2 1 0 4 5 1 0

9
4 35 0 8 9 0

5 4 0 2 12 16 0

x x x x

x x x
x

x x x x

 

 
2t نضع  x 24 ومنه 5 1 0t t . 4هنا , 5 , 1a b c  

2 الحدود نجد ثلاثي مميِّّزنحسب  
5 4 4 1 25 16  0كان  لم او  9

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
5 3 8

1
2 8 8

b
t

a
1 ومنه   1 1x t  2و 1 1x t   

 2
5 3 2 1

2 8 8 4

b
t

a
3 ومنه  2

1

2
x t  4و 2

1

2
x t   

 الحل

0 2

3 0

2 0

3 2 0 0

x

x

x

x x

3 3

3 0

3 0

3 3 0 0

x

x

x

x x

1 2

8 4 0

1 0

8 4
0

1

x

x

x

x

x
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1هي   المعادلةلول بالتالي مجموعة ح 1
1, , ,1
2 2

S. 

2t نضع  x 22 ومنه 1 0t t . 2هنا , 1 , 1a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب  

1 4 2 1 1 8  0كان  لم او  7
 ليس لهذه المعادلة حلول. أن ه استنتجنا 

2t نضع  x 2 ومنه 8 9 0t t .  1هنا , 8 , 9a b c  
2 ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب  

8 4 1 9 64 36  0كان  لم او  100
 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدود استنتجنا أن  

1
8 10 2

1
2 2 2

b
t

a
لا  أن ه استنتجنا تماماً  اً سالب اً لا يساوي عدد 2xكان لم او  

 ول هنا.يوجد حل

 2
8 10 18

9
2 2 2

b
t

a
1 ومنه  2 3x t  2و 2 3x t   

 .3,3Sالمعادلة هي   حلولبالتالي مجموعة 
\المعادلة في  حل   أي أن   0xفي حال كانت معنى  للمعادلةيكون   0 

4نجد  2x بضرب طرفي المعادلة بـ 24 35 9 0x x 
2tنضع  x 24 ومنه 35 9 0t t 

4 هنا , 35 , 9a b c  
2 ثلاثي الحدود نجد مميِّّز نحسب 

35 4 4 9 1225 144 كان  لم او  1369
 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن  0

1
35 37 2 1

2 8 8 4

b
t

a
تماماً  اً سالب اً لا يمكن أن يساوي عدد 2xكان لم او   

 لا يوجد حلول هنا. أن ه استنتجنا 

 2
35 37 72

9
2 8 8

b
t

a
1ومنه   2 3x t  2و 2 3x t   

 .3,3Sبالتالي مجموعة حلول المعادلة هي  
2t نضع  x 22 ومنه 12 16 0t t  نكتب المعادلة  2وبقسمة طرفي المعادلة على

2 6 8 0t t 

1هنا  , 6 , 8a b c  
2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب  

6 4 1 8 36 32  0كان  لم او  4
 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 
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1
6 2 8

4
2 2 2

b
t

a
1 ومنه   1 2x t  2و 1 2x t   

 2
6 2 4

2
2 2 2

b
t

a
3 ومنه  2 2x t  4و 2 2x t   

,2  يبالتالي مجموعة حلول المعادلة ه 2, 2,2S. 
2t نضع  x 2 ومنه 5 4 0t t . 1هنا , 5 , 4a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب  
5 4 1 4 25 16  0كان  لم او  9

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

1
5 3 8

4
2 2 2

b
t

a
لا  أن هاستنتجنا تماماً  اً سالب اً لا يساوي عدد 2xكان لم او  

 يوجد حلول هنا.

 2
5 3 2

1
2 2 2

b
t

a
يوجد  لا أن هيساوي عدداً سالباً استنتجنا لا  2xكان لم او  

 حلول هنا.
 .Sمجموعة حلول المعادلة هي  . و لا يوجد للمعادلة حـلـولبالتالي 
 :من المعادلات الآتية كلاً  ل  ح   

2

4 1 4 2

2 6 3 12 2 6

x x x x

x x x x
 

aلاحظ أنّ الشرط  b  َالشرطين قَ حقُّ ي كافئ ت: ( 0)b  2و( )a b   معاً. في آن 

 
4 استناداً إلى الملاحظة ت كافئ المعادلة    2x x  تحقُّقَ الشرطين 

2 0x   24و 2x x 
2، و2xمعاً، أي أن يكون  4 4 4x x x أي 

2x   3و 0x x 
 ، وهو الحل الوحيد للمعادلة.3xأي 
4 استناداً إلى الملاحظة ت كافئ المعادلة    1x x  تحقُّقَ الشرطين 

1 0x   24و 1x x 
2معاً، أي أن يكون  5 0x x  لأن الشرط الثاني يقتضي الأوّل(، ولكنّ مميز هذه المعادلة من(

 الدرجة الثانية سالب تماماً، فليس للمعادلة المعطاة حلول.

 الحل
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xافئ  المعادلة تك الملاحظةاستناداً إلى   x2 12 2 x(2 :الشرطين قَ حقُّ تَ  6 6 و  (0
x x 22 12 2 xومنه  . معاً  في آن   6 xو  3 x x2 212 4 24 بالن قل من  36

23طرف  إلى طرف نجد أن   24 48 0x x  التي تختصر لتكتب على الشكل 
2 8 16 0x x  2 بالشكل أو

4 0x  أيx 4لأن   مقبول   وهو حل   4 أي  3
4S. 

xتكافئ  المعادلة  ظةالملاحاستناداً إلى   x2 6 )x :الشرطين قَ حقُّ تَ  3 3 و  (0
x x 22 6 xومنه  . معاً  في آن   3 xو  3 x x22 6 6 بالن قل من طرف  إلى  9

2طرف نجد أن   8 15 0x x  وهي معادلة من الدرجة الثانية. 
1 هنا , 8 , 15a b c  

2ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب  
8 4 1 15 64 60  0كان  لم او  4

 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 
b

x
a1

8 2 6
3

2 2 2
 مقبول   هو حل  و  

b
x

a2
8 2 10

5
2 2 2

5لأن   مقبول   وهو حل    3 
 .5Sومنه مجموعة حلول المعادلة 

 :تينالآتي تينمن المعادل كلاً  ل  ح    
   2 23 3 8 12 2 8x x x x x x 

aلاحظ أنّ الشرط  b  َالشرطين قَ حقُّ ي كافئ ت: ( 0)b و( )a b .ًفي آن معا 

 
xتكافئ  المعادلة  الملاحظةاستناداً إلى   x x212 2  :الشرطين قَ حقُّ تَ  8

x( 12 xو  (0 x x212 2 xومنه  . معاً  في آن   8 xو  12 x2 20 0 
aهنا  ، وهي معادلة من الدرجة الثانية b c1 , 1 , 20  

21نجد الحدودثلاثي  مميِّّزنحسب   4 1 20 1 80  0كان  لم او  81
 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدوداستنتجنا أن 

b
x

a1
1 9 10

5
2 2 2

5لأن   مقبول   هو حل  و   12 
b

x
a2

1 9 8
4

2 2 2
4 لأن   مقبول   وهو حل    12 

Sمعادلة ومنه مجموعة حلول ال 5, 4 . 

 الحل
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23تكافئ  المعادلة  الملاحظةاستناداً إلى   3 8x x x   َالشرطين قَ حقُّ ت: 
x(3 3 xو  (0 x x23 3 xومنه  . معاً  في آن   8 x و 1 x2 2 11 0 

aهنا  ،وهي معادلة من الدرجة الثانية  b c1 , 2 , 11  
22 نجد الحدودثلاثي  مميِّّزنحسب   4 1 11 4 44 48 
 جذرين مختلفين هما: لثلاثي الحدودأن  استنتجنا 0كان  لم او  

b
x

a1
2 48 2 4 3

1 2 3
2 2 2

1لأن   مرفوض   حل   هوو   2 3 1  
b

x
a2

2 48 2 4 3
1 2 3

2 2 2
1 لأن   مقبول   حل   وهو  2 3 1 

1ومنه مجموعة حلول المعادلة  2 3S. 
 ؟ 4970 اء ضربهما يساوي ن جدامتتالي طبيعيان ناعدد أَيوجد 

 
 .1xالعدد التالي يساوي فإن   xالعدد الأول يساوي فإذا كان  ، العددينوجود هذين لنفترض 

1أي  4970ضربهما يساوي  جداءمن المعطيات لدينا  4970x x  أن  نجد  و بإصلاح المعادلة
2 4970 0x x  1هنا, 1 , 4970a b c  

2الحدود نجد ثلاثي مميِّّزنحسب 
1 4 1 4970 1 19880 كان  لم او  19881

 جذرين مختلفين هما: لحدودلثلاثي ا استنتجنا أن   0

1
1 141 142

71
2 2 2

b
x

a 
حل مرفوض لأن وهو

 
x . 

 2
1 141 140

70
2 2 2

b
x

a
 مقبول حلوهو   

 70,71ومنه العددان الطبيعيان المتتاليان هما 
xيحققان yو xحقيقيان  الآتية، أَيوجد عددانمن الحالات  كل في  y S وxy P ؟

 .هذين العددين في حال وجودهما احسب
18, 65

1, 42

4, 5

S P

S P

S P

 

 
2المعادلة  علينا حلُّ  ةالحالات الثلاثمن  في كل حالة   0x Sx P. 

 الحل

 الحل
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2تكون المعادلة   18 65 0x x ، ثلاثي الحدود  مميِّّزنحسب
2نجد

18 4 1 65 324 260 لثلاثي استنتجنا أن  0كان  لم او  64
 جذرين مختلفين هما: الحدود

1
18 8 10

5
2 2 2

b
x

a
2و  

18 8 26
13

2 2 2

b
x

a
   

 .5,13حقيقيان هما  يوجد عددانومنه 
2تكون المعادلة   42 0x x ، ثلاثي الحدود نجد مميِّّزنحسب 

2
1 4 1 42 1 168  لثلاثي الحدوداستنتجنا أن  0كان  لم او  169

 جذرين مختلفين هما:

1
1 13 14

7
2 2 2

b
x

a
2و  

1 13 12
6

2 2 2

b
x

a
 

 .7,6حقيقيان هما  يوجد عددانومنه 
2تكون المعادلة   4 5 0x x ، ثلاثي الحدود  مميِّّزنحسب
2نجد

4 4 1 5 16 20 لثلاثي  ليس أن هاستنتجنا  0كان  لم او  4
.ن يحقيقي نيددأي عيوجد ومنه لا ، أي جذر الحدود

 
]نقطة  من القطعة   M، و5ABنصف دائرة قطرها  نتأمّل  ]AB .

]قطراهما  دائرةنرسم نصفي  ]AM و[ ]MB  نضع و  المجاور. الشكل فيكما
AM x. 

 .Sالثلاث  الدوائر بأنصافد مساحة السطح المحد   xاحسب بدلالة  
] ف الدائرة التي قطرهاومساحة نص Sالنسبة بين  تكون بحيث  M للنقطةأَثمّةَ تعيين    ]AB  مساوية

8 للمقدار
25

 ؟ 

 

AM وكان 5AB كان لم ا  x   5 استنتجنا أنMB x. 
5يساوي نصف قطرها   ABالدائرة التي قطرها 

2
25ساوي ي الدائرة نصف مساحة، 

8ABS. 

قطرها يساوي  نصف  AMالدائرة التي قطرها 
2

x، ساوي ي الدائرة فنص مساحة
2

8AM
x

S. 

5نصف قطرها يساوي  MBالدائرة التي قطرها 

2

x ، ساوي يالدائرة  نصفمساحة
2

5

8MB

x
S. 

 الحل

A BMx
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ABساوي ي Sالثلاث  الدوائرأنصاف بد السطح المحد   AM MBS S S S  

ومنه 
2

2 525

8 8 8

xx
S  2225أي 5

8
S x x  

2 ومنه 225 25 10
8

S x x x 5نجد  ومنه
4

x
S x. 

لدينا  
8

25AB

S

S
 ومنه 

5 84
25 25

8

x
x

8أي   5 8

25 4 25

x x ومنه 

5 4x x  2والتي يمكن كتابتها بالشكل 5 4 0x x  1أي 4 0x x 
وهما موضعان متناظران بالنسبة  .M، أي يوجد موضعين للنقطة 1,4ومجموعة حلول المعادلة هي 

 .ABلمركز الدائرة التي قطرها 
 جميع ثلاثيّات الأعداد الطبيعيّة المتتالية التي يساوي مجموع ها جداءَ ضربها. أوجد   

 
 2xو  1xن افيكون العددان التالي x نرمز للعدد الأول بـلثلاثة . نفترض وجود هذه الأعداد ا 

xمن الفرض لدينا  x x x x x1 2 1 2  
xأي  x x x1 2 3 3 

x x x x1 2 3 1 0 
 1 2 3 0x x x  

1 ومنه 0x 1 أيx  ةطبيعي  المطلوب إيجادها الأعداد  مرفوض لأن   حلوهو  
2 أو 2 3 0x x .1ا نه, 2 , 3a b c  

2 الحدود نجد ثلاثي مميِّّزنحسب 
2 4 1 3 4 12  0كان  لم او  16

 جذرين مختلفين هما: لاثي الحدودثل استنتجنا أن  

1
2 4 2

1
2 2 2

b
x

a
 مقبول   حل  هو و  

 2
2 4 6

3
2 2 2

b
x

a 
 ة طبيعي   يجادهاالمطلوب إ الأعداد لأن   مرفوض   حل   وهو

1هي  الأعداد أي أن   , 2 , 3 

 الحل
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ّوابعّالمأ لوفةالت ّ

  
 ة من الدرجة الثانيةوابع الحدوديّالتّ  

 تابع المقلوب  

 ثيةالمستقيم الحقيقي والدائرة المثلّ  

 ة لعدد حقيقيّسب المثلثيّالنّ  
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رْ      فَك ِّ

ة التناظريَّة للقطع المُكافئ ؟ استعمل الصيغة القانونية  من أين جاءت هذه الخاصَّ
، ثُم احسب fحدود لثلاثي ال

2
b
a

f h و
2
b
a

f h  حيثh  ٌهو عدد
 حقيقيٌّ ما. ماذا تستنتج ؟

  

:2الحدود من الدرجة الثانية :  ثلاثيليكن  , ( )f f x ax bx c  حيثa وb وc  ثلاثة

 : يكُتب بالصيغة القانونيةّ fلقد وجدنا في دراستنا السابقة أنّ  .0aأعداد حقيقية معطاة  و
2 2 4

( )
2 4

b b ac
f x a x

a a
 

2 2 2
2

2

4 4

2 2 4 4
b
a

b b b ac b ac
f h a h ah

a a a a
 

2 2 2
2

2

4 4

2 2 4 4
b
a

b b b ac b ac
f h a h ah

a a a a
 

نلاحظ أن 
2 2
b b
a a

f h f h
 

 
  تَدرَّبْ  

f:2 للتابع التربيعي   الآتيراد أكمل جدول الاط     x x  ة :ملأ الفراغ في المتراجحات التالي، ثُم  ا 

2

7 0 5 2

0

x

x x
 

   .2xكان   7xإذا كان   

5إذا كان    2x   2كانx. 

7إذا كان    5 2x   2كانx. 

 

2

7 0 5 2

49 0 50

x

x x
 

2كان   7xإذا كان    49x.   

5إذا كان    2x   2كان 50x. 

7إذا كان    5 2x   20كان 50x. 

 :خطأ الآتيةعل ل لماذا تكون المقولات   
2كان   1xإذا كان    1x. 

2كان   10xإذا كان    10x . 

 الحل

 الحل

2
b
a

X

Y

O h h

MM
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:2 التابع لأن  ,f f x x  على المجال ً ,متناقص تماما  إذا كان مثلاً ، 0

5 1x   2كان 25 1x. 

:2لأن التابع  ,f f x x  4إذا كان  مثلاً  .,0متزايد تماماً على المجالx   كان

2 16 10x . 

 :أتيمن الخطأ فيما ي الصواببي ن   
2كان   5xإذا كان    25x. 

2إذا كان    7x   2كان 28x. 

3إذا كان    210 10x   2كان 610x. 

 

:2لأن التابع ، طأخ  ,f f x x  متناقص تماماً على المجال, 10مثلاً  .0 5 

لكن 
2

10 100 25 

:2 لأن التابع ، صح  ,f f x x على الم ً أي عندما  ، ,0جال متزايد تماما

0x  ،  2ولما كان 7x   كان
2

2 2 7 28x. 

20 إذا كان هلأن ، صح  10x  2كان 40 10x، لأنَّ  وذلك ً التابع طبعا

2: ,f f x x  على المجال ً 310أما إذا كان ، ,0متزايد تماما 0x  كان

2 60 10x  َّلأن ً :2التابع وذلك طبعا ,f f x x  على المجال ً متناقص تماما

, ة المتراجحة  .0 2ومن المتراجحتين الناتجتين نستنتج صحَّ 610x. 

، وبي ن ما إذا fراد اط    جدول   كتب  . ا   بالصيغة المعطاة المعر ف على  fنتأم ل فيما يلي التابع   
الذي يمث ل  وُجدت. ثُم  عي ن محور تناظر القطع المُكافئ  كان يبلغ أكبر قيمه أو أصغرها وعي نها إن  

f.وارسمه ، 
2 2

2 2

2 2

( ) 3 3 1 ( ) 2 4 3

( ) 3 ( ) 3

( ) 4 4 1 ( ) 4 6

f x x x f x x x

f x x f x x

f x x x f x x x

 

 

)2نلاحظ أن    ) 2 4 3f x x x  ٌ2بالصيغة مكتوب( )f x ax bx c  2حيثa 
 في حالةلأن   . و2aهو  2x. ونلاحظ أن  مُعامل الحد   الذي يحوي 3cو 4bو
0aحة القطع من الأسفل، ويبلغ ، تكون فتf  أكبر قيمه عند

2
b
a

x 4أي
4

1x  ومنه
( 1) 1f .أكبر قيمه للتابع 

)هي  إذن ذروة القطع   1, 1)S . 

 الحل

 الحل

 الحل
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راد الآتي fنرى أن  للتابع و   :جدول الاط  
1

( ) 1

x

f x
 

 .1xمحور تناظر القطع هو المستقيم 
)2نلاحظ أن    ) 3 3 1f x x x  2هو بالصيغة( )f x ax bx c  3حيثa 3وb 
أصغر قيمه عند  fغ حة القطع من الأعلى، ويبل، تكون فت0aفي حالة . 1cو

2

3 1

6 2
b
a

x  1ومنه
( )
2

1

4
fهي  . إذن ذروة القطع للتابع ةأصغر قيم

1
( , )
2

1

4
S . 

 راد الآتي :جدول الاط   له  fلتابع نرى أن  او 

(
1

4

1

2

)

x

f x
 

1 محور تناظر القطع هو المستقيم 
2

x. 
)2نلاحظ أن    ) 3f x x  ٌ2بالصيغة مكتوب( )f x ax bx c  1حيثa 0وb 

أصغر قيمه عند  fحة القطع من الأعلى، ويبلغ ، تكون فت0aفي حالة . 3cو

2
0b

a
x  (0)3ومنهf0)هي  للتابع. إذن ذروة القطع  أصغر قيمة, 3)S . 

راد الآتي : fنرى أن  للتابع و   جدول الاط  
0

( ) 3

x

f x
 

 .0xمحور تناظر القطع هو المستقيم  
)2نلاحظ أن    ) 3f x x  ٌ2بالصيغة مكتوب( )f x ax bx c  1حيثa 0وb 

مه عند أكبر قي fحة القطع من الأسفل، ويبلغ ، تكون فت0aفي حالة . 3cو
2
b
a

x أي
0x  (0)ومنه 3fللتابع.  ةأكبر قيم 

,0)هي  إذن ذروة القطع  3)S .  لتابع نرى أن  اوf راد الآ له  تي:جدول الاط  
0

( ) 3

x

f x
 

 .0xالقطع هو المستقيم  تناظرمحور 
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)2نلاحظ أن    ) 4 6f x x x  ٌ2بالصيغة مكتوب( )f x ax bx c  1حيثa 
أصغر قيمه عند  fحة القطع من الأعلى، ويبلغ ، تكون فت0aفي حالة . 6cو 4bو

2

4
2

2
b
a

x  (2)2ومنهf 2)هي  أصغر قيمه للتابع. إذن ذروة القطع, 2)S . 
راد الآتي :له  fبع  نرى أن  للتاو   جدول الاط  

( 2

2

)

x

f x
 

 .2xمحور تناظر القطع هو المستقيم  
)2نلاحظ أن    ) 4 4 1f x x x  ٌ2بالصيغة مكتوب( )f x ax bx c  4حيثa 

ند أكبر قيمه ع fحة القطع من الأسفل، ويبلغ ، تكون فت0aفي حالة . 1cو 4bو

2
b
a

x 4أي 1

8 2
x  1ومنه

( ) 2
2

fللتابع.  ةأكبر قيم 

1هي  إذن ذروة القطع  
( ,2)
2

S .  نرى أن  للتابع وf : راد الآتي  جدول الاط  
1

2
( ) 2

x

f x
 

1محور تناظر القطع هو المستقيم 

2
x. 

 
  تَدرَّبْ  

 الخط البياني للتابع، كلًا من المتراجحات الآتية، ثم ارسم حل  في مجموعة الأعداد الحقيقي ة  
1

( )x f x
x

ة نتائجك.   وتوثَّق من صح 

 

1 1 1 1 1
2 2 0

4 4
1 1 4 1 1

2 3
3 4

x x x

x x x

 

 
1من المتراجحة   

0
x

0وجدنا أنَّ   x  َّ0أي أن,x 

1تابع  لما كان الو  ،
( )x f x

x
متناقصاً على المجال  

ذا كتبنا ,0 1المتراجحة  وا  1

4x
1بالصيغة    1

( ) ( )
4

f f
x

 
    ومنه  ، 4x أعطتنا هذه المتراجحة أنَّ 

1 1
0

4x
 تكافئ

 .x,4أي أن  x,0و  x,4تحقق العلاقتين  

 الحل
 

i

j

O

1
xy

1
xy
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1 المتراجحةتكافئ  1

4x
 تحقق إحدى المتراجحتين :

  1
0

x
 .x,0 ومنه 0xالتي تعطي أنَّ  

 1 1
0

4x
التابع  كان  ولما ، 

1
( )x f x

x
ً على المجال  إذا كتبنا  و 0, متناقصا

(x)صيغة المتراجحة بال ( 4)f f مع
 
0x  َّ4وجدنا أنx  أي, 4x. 

1المتراجحة  حلولومنه كانت مجموعة  1
0

4x
,التي تحقق    xهي قيم   4 0,x                                

 المتراجحةتكافئ  
1

2 2
x

  ً  تحقق المتراجحتين الآتيتين بآنٍ معا

1
0 2
x

1تكتب بالصيغة  التي 
2

x
مع 

 
0x،  التابع  ولما كان

1
( )x f x

x
متناقصاً على  

1وجدنا أنَّ  0, المجال

2
x  1أي

,
2

x. 

1
2 0
x

1ة التي تكتب بالصيغ 
2

x
مع 

 
0x،  ا كان التابع  ولمَّ

1
( )x f x

x
  ً  متناقصا

1وجدنا أنَّ  0, على المجال

2
x  1أي

,
2

x. 

ة ومنه كانت مجموعة حلول المتراجح
1

2 2
x

1التي تحقق   xهي قيم   1
, ,
2 2

x
 

المتراجحة  لحل
1 1

4x
و   0, لما كان تابع المقلوب متناقصاً على كل مجال من المجالينو  ، 

0xوكان  ,0
 

 نجزئ المسألة كما يأتي :

  
1 1

4x
مع 

 
0x،  وهنا المتراجحة محققة من أجل كل قيمx  0,التي تحققx  لأن الطرف

 الأيسر يكون سالباً أما الطرف الأيمن فهو موجب. 

 
1 1

4x
مع 

 
0x،  التابع  ولما كان

1
( )x f x

x
ً على المجال  جدنا أنَّ و ,0 متناقصا

4x  4أي,x. 

حلول المتراجحة  مجموعةومنه 
1 1

4x
0, التي تحقق xهي قيم   4,x 

 

لحل المتراجحة  
1 4

3x
 و  0, و لما كان تابع المقلوب متناقصاً على كل مجال من المجالين ، 

 نجزئ المسألة كما يأتي : 0xو كان ,0

  
1 4

3x
مع 

 
0x،  مة للمتغيرقي أيمحققة من أجل غير وهنا المتراجحة x  َّالطرف لأن

 . وهذا خلفٌ واضح ، فهو موجب )الأصغر( يكون سالباً أما الطرف الأيمن )الأكبر( الأيسر
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1 4

3x
مع 

 
0x،  التابع  ولما كان

1
( )x f x

x
ً على المجال  وجدنا أنَّ  ,0 متناقصا

3

4
x  3أي

,
4

x. 

مجموعة حلول المتراجحة  كانتومنه 
1 4

3x
4ق   التي تحق xهي قيم  

,
3

x
 

 المتراجحةلحل  
1

2 3
x

 ,0 و لما كان تابع المقلوب متناقصاً على المجال 

  التابعولما كان 
1

( )x f x
x

وجدنا أنَّ  ,0 جالمتناقصاً على الم 
1 1

2 3
x 

حلول المتراجحة  مجموعةومنه كانت 
1

2 3
x

1التي تحقق   xهي قيم   1
,
2 3

x .
 

2,ابع المعرف على الت fليكن   )1 الصيغة وفق ,2 )
2

x
f x

x
. 

 .fمن مجموعة تعريف  2xلماذا حُذفت  القيمة   
1من المجالين  على كل    f راداط    ادرس     ,2I  2و 2,I . 
 .fراد اط    جدول اكتب     
)المتراجحتين  لَّ حُ    ) 1f x و( ) 1f x. 

م  جدولًا بقيم   )نظ   )f x  الموافقة لقيمx استفد من هذه  ثم ، 1,0,1,3,4,5المجموعة  من
1,2لهذا التابع على  fالخط البياني الدراسة في رسم  2,5 . 

 

) حساب لأن fمن مجموعة تعريف  2xحُذفت  القيمة    )f x   اعنده غير ممكن. 
1 في المجال    ,2I  

2uعددين يُحق  قان  vو u ليكن v والمطلوب هو المقارنة بين ،f u وf v .  ولكن لدينا
1 1

2 2

u v
f u f v

u v
 أي  

1 2 1 2

2 2

u v v u
f u f v

u v
 

3                                          ومنه 

2 2

u v
f u f v

u v
 

 ما يلي : نلاحظوهنا 
2u كان إذا  v  0كانu v  كانو  ،فبسط الكسر المطلوب دراسة إشارته موجب 

2 0u 2 و 0v 2ومنه 2 0u v، .ومقام الكسر المطلوب دراسة إشارته موجب 

 الحل
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0fبناءً على قاعدة الإشارات نجد  و u f v   أي أنf تماماً على المجال  ناقصمت
1 ,2I. 

2في المجال    2,I  
2عددين يُحق  قان  vو u ليكن u v والمطلوب هو المقارنة بين ،f u وf v .  ولكن لدينا

1 1

2 2

u v
f u f v

u v
 أي  

1 2 1 2

2 2

u v v u
f u f v

u v
 

3                          ومنه

2 2

u v
f u f v

u v
 

 :ما يلي نلاحظوهنا 
2كان  لما  u v  0كانu v   وكان  ،فبسط الكسر المطلوب دراسة إشارته موجب 

2 0u 2 و 0v  2ومنه 2 0u v،  إشارته موجب .ومقام الكسر المطلوب 
0fإذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  u f v   أي أنf تماماً على المجال  ناقصمت

2 2,I. 
راد      .fجدول اط  
 
 
   ( ) 1f x  1يؤول حل المتراجحة السابقة إلى حل المتراجحة

1 0
2

x

x
أي  

1 2
0

2

x x

x
3ومنه  

0
2x

ومنه مجموعة  2xوتكون هذه المتراجحة محققة عندما  
 .,2حلول المتراجحة هي 

 ( ) 1f x  1يؤول حل المتراجحة السابقة إلى حل المتراجحة
1 0

2

x

x
أي  

1 2
0

2

x x

x
3ومنه  

0
2x

ومنه مجموعة  2xوتكون هذه المتراجحة محققة عندما  
 .2, حلول المتراجحة هي

 
 
 
 

 

2

1

2

x

x
x

x

1 0 1 3 4 5

0 1 2 4 5 2

2 2

x

f x
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)1 الصيغة وفق ,0التابع المعرف على  f ليكن  )f x x
x

. 
1من المجالين  على كل    f رادادرس اط      0,1I 2و 1,I. 
  .fاستنتج أصغر قيمة يأخذها التابع   

 

0عددين يُحق  قان  vو uنختار  ،الأول و الثاني  الطلبينلحل  1u v والمطلوب هو المقارنة ،
fبين  u وf v .  1ولكن لدينا 1

f u f v u v
u v

أي  
v u

f u f v u v
uv

 

1uv ومنه
f u f v u v

uv
 

1 في المجال   0,1I  
0لما كان  1u v  0 كانu v  0وuv ، 0 كان و 1uv ومنه 

1 1 0uv. 
0f أنَّ  على قاعدة الإشارات نجد بناءً إذن  u f v   أي أنf ال تماماً على المج ناقصمت

1 0,1I. 
2في المجال       1,I. 

1لما كان  u v 0 كانu v  0وuv ، 1 كان وuv 1 ومنه 0uv. 
0fأن  إذن بناءً على قاعدة الإشارات نجد  u f v   أي أنf تماماً على المجال  زايدمت

2 1,I. 
1المجال  تماماً على ناقصمت fلما كان التابع   0,1I  تماماً على المجال  زايدمتو

2 1,I  أصغر قيمة يأخذها التابع كانتf 1عندماx  1وتساوي 2f.  

 
  تَدرَّبْ  

10 احسب طول القوس من دائرة نصف قطرها  cm أن ها تقابل زاوية مركزي ة قياسها : إذا عُلم 
 .180، 120، 90 بالدرجات : 

 بالراديان : 
2

 ،
3

 ،
2

3
 ،1 ،0.2.  

 

درجة تقابل  xبالدرجات كل زاوية قياسها  
180

x راديان 

إذن 
180

l r r x  10من أجلr  يكون
18

l x 

 الحل

 الحل
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90x  90ومنه 5
18

l 

120x نه وم
20

120
18 3

l 

180x  180ومنه 10
18

l 
مقابلة لهذه لزاوية القياس ا ، r طول قوس من دائرة نصف قطرها l بالراديان إذا كان 

lالقوس مقدراً بالراديان فإن  r  10من أجلr : ً10 تحقق دوماl. 
  
2

10ومنه   5
2

l 

  
3

ومنه  
10

10
3 3

l 

  
2

3
ومنه  

2 20
10

3 3
l 

  
3

4
ومنه  

3 15
10

4 2
l 

 : الآتيةلة للأعداد الحقيقي ة الممث   Mعي ن عليها النقاط و ثية، ارسم دائرة مثل   
8 29 49

3 4 3
17 15 7

4 4 6

z y x

v u t
 

 

على الدائرة علينا قطع مسافة  Mالنقطة  لتمثيل 
49

3
جاه جهين بالاتّ ، متَّ Aانطلاقاً من النقطة  

الموجب للدوران. ومن الواضح أنّ قوساً من الدائرة طولها 
49

3
 3على  49تحوي عدةّ دورات. نقسم  

49فنجد:  16 3  كان ، ومن ثمَّ  ،1
49

16
3 3

 المقدار ولكنّ  . 

ثمان وقطعنا مسافة تعادل  A. فإذا انطلقنا من النقطة  ثمان دوراتً مثلّ ي 16

، ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة A، لوصلنا إلى النقطة  دوراتً 
3
بالاتجاه الموجب  

هي أيضاً النقطة الممثِّّلة للعدد  Mنلاحظ أنّ النقطة  .Mفنصل إلى النقطة 
3
. 

قطع مسافة  على الدائرة علينا Mلتمثيل النقطة  
29

4
انطلاقاً من النقطة  

A َّب للدوران. ومن الواضح أنّ قوساً من الدائرة جاه السالجهين بالاتّ ، مت

طولها 
29

4
29فنجد:  4على  29تحوي عدةّ دورات. نقسم   7 4 1، 

ومن ثمَّ فإنّ 
29

7
4 4

 . 

 الحل

A

B

B

A O

M

A

B

B

A O

M
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وقطعنا مسافة تعادل  Aونصف الدورة. فإذا انطلقنا من النقطة  ثلاث دوراتً  يمث ل 7 المقدار ولكنّ 

، ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة Aالنقطة فنصل إلى بالاتجاه السالب  ورةونصف الد ثلاث دوراتً 
4
بالاتجاه  

 . Mفنصل إلى النقطة  السالب

ائرة علينا قطع مسافة على الد M النقطةلتمثيل  
8

3
انطلاقاً من النقطة  

A َّب للدوران. ومن الواضح أنّ قوساً من الدائرة جاه السالجهين بالاتّ ، مت

طولها 
8

3
8فنجد:  4على  29تحوي عدةّ دورات. نقسم   2 3 2، 

ومن ثمَّ فإنّ 
8 2

2
3 3

. فإذا واحدة دورةمثلّ ي 2 المقدار ولكنّ  . 

الب بالاتجاه السواحدة  دورةوقطعنا مسافة تعادل  Aانطلقنا من النقطة 

، ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة Aالنقطة فنصل إلى 
2

3
 . Mفنصل إلى النقطة  السالببالاتجاه  

سافة على الدائرة علينا قطع م M النقطةلتمثيل  
7

6
جاه الموجب جهين بالاتّ ، متَّ Aانطلاقاً من النقطة  

للدوران. ومن الواضح أنّ قوساً من الدائرة طولها 
7

6
تحوي عدةّ دورات.  

7فنجد:  6على  7نقسم  6 1 ومن ثمَّ فإنّ  ،1
7

6 6
 . 

وقطعنا مسافة  A. فإذا انطلقنا من النقطة  نصف دورةمثلّ ي  المقدار ولكنّ 

، ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة A، لوصلنا إلى النقطة  نصف دورةتعادل 
6
 

  .Mبالاتجاه الموجب فنصل إلى النقطة 

على الدائرة علينا قطع مسافة  Mلتمثيل النقطة  
15

4
انطلاقاً من النقطة  

A َّجاه الموجب للدوران. ومن الواضح أنّ قوساً من الدائرة جهين بالاتّ ، مت

طولها 
15

4
فنجد:  4على  15تحوي عدةّ دورات. نقسم  

15 3 4 ومن ثمَّ فإنَّ  ، 3
15 3

3
4 4

 3 المقدار ولكنّ .  

وقطعنا مسافة تعادل  A. فإذا انطلقنا من النقطة  دورةالنصف دورة و مثلّ ي

ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة ، A، لوصلنا إلى  دورة و نصف الدورة
3

4
 .Mبالاتجاه الموجب فنصل إلى  

على الدائرة علينا قطع مسافة  M النقطةلتمثيل  
17

4
انطلاقاً من النقطة  

A َّب للدوران. ومن الواضح أنّ قوساً من الدائرة جاه السالجهين بالاتّ ، مت

طولها 
17

4
17فنجد:  4على  29تحوي عدةّ دورات. نقسم   4 4 1، 

ومن ثمَّ فإنّ 
17

4
4 4

 . 

A

B

B

A O

M

A

B

A O

M

B

M

B

B
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A

B

B
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بالاتجاه  دورتينوقطعنا مسافة تعادل  A. فإذا انطلقنا من النقطة اثنتين  دورتينمثلّ ي 4 المقدار ولكنّ 

، ثمّ نقطع بعد ذلك مسافة Aالنقطة فنصل إلى السالب 
4
 . Mفنصل إلى النقطة  السالببالاتجاه  

 
  تَدرَّبْ  

وجيب تمام الأعداد الحقيقيةّ الآتية. يمكنك البدء بتعيين النقاط الموافقة على دائرة  جيبقيمة  عيِّّن    

  مثلثّيةّ.

 
6

5و  
6

7و  
6

11و  

6
13و   

6
. 

 
4

9و  
4

5و  
4

81و  

4
108و   

4
. 

 4
3

و  
3

71و  

3
97و 

3
54و  

3
. 

 
13

2
6 6

إذن  
13 13

cos cos , sin sin
6 6 6 6

 

11
2

6 6
إذن  

11 11
cos cos cos , sin sin sin
6 6 6 6 6 6

 

7

6 6
إذن  

7 7
cos cos , sin sin sin
6 6 6 6 6

 

5

6 6
إذن  

5 5
cos cos , sin sin
6 6 6 6

 

 ويمكن تنظيم الجدول التالي:

13

6
 11

6
 7

6
 5

6
 

6
 x 

1

2
 1

2
 1

2
 1

2
 1

2
 sin x 

3

2
 3

2
 3

2
 3

2
 3

2
 cosx 

108 5 9 81
27 , , 2 , 20

4 4 4 4 4 4 4
 

 ويمكن تنظيم الجدول التالي:

81

4
 108

4
 9

4
 5

4
 

4
 x 

2

2
 0 

2

2
 2

2
 2

2
 sin x 

2

2
 1 2

2
 2

2
 2

2
 cosx 

 الحل
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71 2 5 54 97
22 22 , 18 , 32

3 3 3 3 3 3
 

 الجدول التالي: تنظيمويمكن 

97

3
 54

3
 71

3
 

3
 

3
 x 

2

2
 0 

3

2
 3

2
 3

2
 sin x 

1

2
 1 

1

2
 1

2
 1

2
 cosx 

النقاط الموافقة للقياسات  عي  ن على . xالموافقة لعدد  ثية النقطة من الدائرة المثل   Mلتكن  
x وx 2و xثُم  اختزل الصيغة ، : 

( ) cos cos( ) cos( ) cos(2 )f x x x x x. 

 

 ، xالموافقة للعدد  النقطة من الدائرة المثل ثية  Nلتكن 
 Kو ، xالموافقة للعدد  المثل ثية  الدائرةالنقطة من  Kو

2الموافقة للعدد  النقطة من الدائرة المثل ثية  x. 
  الثلاثة الملونة والموضحة في الرسم  القائمةمثلثات تطابق الت

 )يتطابق  وتر وزاوية حادة من كل منها مع مقابلاتها من البقية (.
)نجد أن إحداثيا كل نقطة من النقاط السابقة هي  الثلاثةمن تطابق المثلثات  cosx, sinx)N  و
K( cosx, sinx)  و(cosx, sinx)P  ومنه 

cos( ) cosx x  وcos( ) cosx x وcos(2 ) cosx x 
)  إذا عوضنا في الصيغة المعطاة وجدنا أنَّ  ) cos cos cos cos 0f x x x x x 

 

 
 

 الحل
Y

AOA

B

M
B

K

x

x

N

P

X
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 تمرينات ومسائل   
 نيات الثلاثة للتوابع الآتية : رسمنا في معلم متجانس المنح  

  التابعf  : المعر ف على مجموعة الأعداد الحقيقي ة وفق( )f x x. 
  التابعg  : 2المعر ف على مجموعة الأعداد الحقيقي ة وفق( )g x x. 
  التابعh  0المعر ف بشرطx  : 1وفق

( )h x
x

. 
 :المستوحاة من الرسم البيانيمعل  لًا إجابتك  بي ن الصواب من الخطأ في المقولات الآتية

2كان  2xإذا كان    4x. 
2إذا كان   4x  2كانx. 
0إذا كان   1x  2كانx x. 
1كان  1xإذا كان  

x
x

. 
1إذا كان   2x  21كان 4x. 
1إذا كان   1

2x
 .2xكان  

 
2، ,0متزايد على  gصح لأن التابع   4g  2فإذا كانx  2كانg x g. 
,متناقص على المجال  gخطأ لأن التابع   2، فإذا كان 0 4x  2كانx. 
 .fCتحت  gCيكون  0,1صح لأنه في المجال  
,صح لأنه في المجال    .hCتحت  fCيكون  1
 .0,2، ومتزايد على المجال  1,0متناقص على المجال  gخطأ لأن التابع  
,متناقص على  hصح لأن التابع   1،  ولما كان 0

2
2

h x h  2كانx. 

 عي نها  ،في كل حالة من الحالات الآتية هناك إجابة واحدة صحيحة فقط  
)2، فإن  a غير المعدوم أياً كان العدد 2 )a  : يساوي 

 24a  24a 22a        
23إن  تحليل المقدار   8 4x x : هو 

 2(3 2)x (3 2)( 2)x x 23( 2)x 
2إذا كان    3x : كان 

 2 9x 24 9x 24 x 

 الحل

Y

XO

1
xy

y x
2

y x

1
xy
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)2يغة بالص المعر ف على  fالتابع   ) 3 5f x x : هو 
,5]متزايدٌ على   .متناقص تماماً على    [ على زايدٌ تم  .] , 0]. 

)2المعر ف بالصيغة  fالتابع   ) 4 ( 3)f x x : يقبل 
 قيمة كبرى. 4  قيمة صغرى. 4  قيمة صغرى. 3  
ة مقولات، عي    في الشكل  يمثل القطع المكافئ ن الصحيحة منها مُعل لًا إجاباتك. فيما يلي، عد 

 المجاور تابعاً حدودياً من الدرجة الثانية.  
 وفق :  fيمكن تعريف  

 
1 9
2 4

2

2

( ) ( 2)( 1)

( ) (1 )(2 )

( )

( ) 2

f x x x

f x x x

f x x

f x x x

  

 : يأتييحق ق كثير الحدود ما  
 .0.6xيبلغ قيمته الصغرى عند   
 .f(0.5)قيمته الصغرى هي   
)كان  [0,1]من المجال  xأياً كان العدد    ) 2f x. 
)كان  xأياً كان العدد    ) 2 0f x. 

 
  ( ) ( 2)( 1)f x x x    منحني التابع يمر بالنقاط لأنَّ صحيحة 

1,0 , 2,0 , 0, 2 , 1, 2 , 2,4 , 3,4  
(3)هنا و  4f ، ( 2) 4f ، (1) 2f ، (0) 2f ، (2) 0f ، ( 1) 0f. 

 ( ) (1 )(2 )f x x x  1يمر بالنقطتين خطه البياني لأنَّ  ،خاطئة, 0،  2, بينما  0
 الخط المعطى لا يمر بأي نقطة  منهما . 

  1 9
2 4

2
( )f x x  لأن قاعدة الربط تنتج عن الأولى بنشر قاعدة الربط الأولى ، صحيحة 

 .ثم التحليل إلى جداء أقواسوفك التربيع 
   2( ) 2f x x x     لأن قاعدة الربط تنتج عن الأولى بنشر قاعدة الربط الأولى ،صحيحة 

جراء عملية الضرب.  وا 
 . 0.6xيبلغ قيمته الصغرى عند    
1ومعادلته   بالذروة محور تناظره يمر   لأنَّ  ،خاطئة      1

2(1) 2
x .  

 الحل

X

O

Y

21

1
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 .f(0.5)قيمته الصغرى هي  
1لأنَّ ذروة القطع المكافئ  ، صحيحة 1

, ( )
2 2

V f . وفتحته نحو الأعلى 

)كان  [0,1]من المجال  xأياً كان العدد   ) 2f x. 
 .0,1من المجال xعندما  2yالمنحني يقع تحت المستقيم لأنَّ  ،صحيحة 

)كان  xأياً كان العدد   ) 2 0f x. 
)0كان  ، [0,1]من المجال  xأياً كان العدد  ،هلأنَّ  ،خاطئة ) 2f x. 

   

4وفق  *راد التابع المعر ف على ادرس اط    
( )f x

x
 متجانس. م  ل  ع  في م   ه البياني  وارسم خط   

3أعد السؤال في حالة  
( )f x

x
. 

 
 . ,0على المجال  fلندرس التابع  

1التابع  لمَّا كان
:g x

x
u,وأياً كان العددان  ، ,0على المجال  تماماً  اً متناقص  v ن الموجبا

uفإن   ، تماماً  v  َّ1 تقتضي أن 1

u v
4 وجدنا أنَّ  ،  مَّ ، ومن ث    4

u v
f، أي  u f v إذن ،

 .,0على المجال  التابع متناقصٌ 
1ومن كون التابع  ،بطريقة مماثلة ونجد 

:g x
x

 التابع   أنَّ  ، ,0متناقصاً تماماً على المجال  
,على المجال  متناقصٌ  0. 

 . ,0على المجال  fلندرس التابع  
1التابع  نعلم أنَّ 

:g x
x

 ,0على المجال  تماماً  متناقصٌ  

u,وأياً كان العددان  v  ًفإنَّ  ، الموجبان تماما u v  َّ1 تقتضي أن 1

u v
 فإنَّ  مَّ ، ومن ث   ومنه 

3 3

u v
f، أي  u f v ٌ0على المجال  ، إذن التابع متزايد,. 

,على المجال  التابع متزايدٌ  أنَّ  ،بطريقة مماثلة ونجد  0. 
 :الآتيفي الشكل  ه البياني  منها خطَّ  . اقرن بكل   معرفة على  يأتيع المُشار إليها فيما التواب  

 
2

2
2 1

2
2

4 3

( 2)
2 2

2

2 2
2

( ) 2 ( )

( ) 1 ( ) ( 1)

x
x

x
x

f x f x x

f x f x x
 

 الحل
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 1f 1طه البياني خC      2f 4خطه البيانيC     
 3f 2خطه البيانيC      4f 3خطه البيانيC 

 ة الآتية :رسمنا في معلم متجانس الخطوط البياني    
f:2الممث ل للتابع  1  x x x. 
4الممث ل للتابع  2 

:g x
x

. 
:الممث ل للتابع   3  3h x x. 

 : الآتيةحل  بيانياً كلًا من المتراجحات  
2 24 4

3 3x x x x x x
x x

 

2وعة حلول المتراجحة المضاعفة استنتج مجم  4
3x x x

x
. 

 
1,4يتقاطعان في النقطتين  3Cو  2Cنلاحظ أن المنحنيين    , 4, 1M N 

4والمتراجحة 
3x

x
ومن الشكل نلاحظ أن  3Cتقع تحت نقاط الخط  2Cتعني أن نقاط الخط  

4,0في المجال  xالمتراجحة محققة عندما تكون  1, 
2,2يتقاطعان في النقطتين  2Cو  1Cنلاحظ أن المنحنيين    , 4, 1E N 

24والمتراجحة 
x x

x
ومن الشكل نلاحظ أن  1C تقع فوق نقاط الخط 2Cتعني أن نقاط الخط  

 0,2في المجال  xالمتراجحة محققة عندما تكون 
3,6ي النقطتين يتقاطعان ف 3Cو  1Cنلاحظ أن المنحنيين   , 1,2D F 

23xو المتراجحة  x x  3تعني أن نقاط الخطC  1تقع فوق نقاط الخطC  ومن الشكل نلاحظ
 1,3في المجال  xأن المتراجحة محققة عندما تكون 

 لحلا

 الحل
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إن البحث عن مجموعة حلول متراجحة مضاعفة يعني البحث عن مجموعة الأعداد الحقيقية المحققة  
 للمتراجحتين معاً.

2المتراجحة  4
3x x x

x
في المجال  xمحققة عندما تكون  

0,2 4,0 1, 1,2. 
]لتكن    ]AB  11قطعة مستقيمة طولهاcm ولتكن ،M  نقطة من
]القطعة  ]AB نرسم في جهة واحدة من المستقيم .( )AB  مرب عين طول ضلع
ل   . BMوطول ضلع الثاني  AMالأو 
ة نقاط   ]، من القطعة Mأ توجد نقطة، أو عد  ]AB  بحيث يساوي مجموع

 ؟  265cmي سطحي المرب عين المرسومين مساحت
ة نقاط   ]، من القطعة Nأ توجد نقطة، أو عد  ]AB  تجعل مجموع مساحتي سطحي المرب عين

 المرسومين أصغر ما يمكن ؟

AMنفترض أن   x  0حيث 11x  11فيكونBM x 
2مساحة المربع الثاني تساوي  .2xمساحة المربع الأول تساوي  211 121 22x x x. 

(x)2ساحتي سطحي المربعين يساوي مجموع م 2 22 121f x x 
(x)2كان  65ولما كان مجموع مساحتي سطحي المربعين يساوي  2 22 121 65f x x 

2ومنه  11 28 0x x  4والتي يمكن كتابتها بالشكل 7 0x x  نجد أنهبحل المعادلة : 
 Aتبعد عن النقطة النقطة الأولى  ،إذن يوجد نقطتان تحققان المطلوب  ، 7xأو  4xإما 

 .  7cmمسافةً قدرها  Aوالنقطة الثانية تبعد عن النقطة  ، 4cmمسافةً قدرها 
)2مجموع مساحتي سطحي المربعين يمكن كتابة  ) 2 22 121f x x x 

2بالصيغة القانونية   121 121
( ) 2( 11 ) 121

4 4
f x x x  أي

2 121 121
( ) 2( 11 ) 121

4 4
f x x x  وبإصلاح هذه العلاقة

2
11 121

( ) 2
2 2

f x x 

121اً أنَّ واضح تمام
( )

2
f x  من أجل كل قيمx  بالتالي يوجد نقطة تجعل مجموع الممكنة . و

11وذلك عندما  ،مساحتي سطحي المربعين أصغر ما يمكن 

2
x ،  أي عندما تقع النقطةM  في

]طعة المستقيمة منتصف الق ]AB. 
2عدداً حقيقي اً من المجال xليكن   

3يحق ق  ,
sin

5
x احسب .cosx. 

 الحل

A BM

11cm
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3إن العدد 

sin
5

x  1. وضعنا على الرسم النقطتين المثلثيةهو ترتيب نقطتين من الدائرةM 2وM 
 الموافقتين.
2نعلم أن  

,xانطلاقاً من النقطة  رة . عند الانتقال على الدائ
A  مت جهين بالات جاه السالب نجد أن  مجموعة النقطM  الموافقة لقيم هذا

Aالمجال هي القوس  B ًفإذا أخذنا بعين الاعتبار الفرضي تين معا .
 هي النقطة المناسبة. 2Mاستنتجنا أن  النقطة 

2علماً أنها سالبة، نعلم أن   2Mهو فاصلة الن قطة  cosxإن  2sin cos 1x x  ومنه
2 2 9 16

cos 1 sin 1
25 25

x x  4و منه
cos

5
x 

cosالدائرة المثلثي ة. مث ل على هذه الدائرة مجموعة النقاط  لتكن    , sinM x x  المحق  قة للشرط
1 3
cos

2 2
x الموافقة لهذه لنقاط  ,. ما الأعداد الحقيقي ة من المجالM؟ 

 
1تعني  المتراجحة  3

cos
2 2

x  أن نا نبحث عن النقاطM التي تقع فاصلة كل  من الدائرة

1منها في المجال  3
,
2 2

. 

1الموافق للمجال  IJالقطعة المستقيمة  AAنرسم على  3
,
2 2

النقطة التي  Iعلى أن تكون  

1فاصلتها 

2
3النقطة التي فاصلتها  Jو 

2
. 

، التي تقع فاصلة كل منها في المجال ، من الدائرة Mنريد تمثيل النقاط 
1 3
,
2 2

 3Mوالنقطة  ABالقوس  من 1M. نضع على الدائرة النقطة 

مسقطهما القائم على محور الفواصل، ثم   Jاللتين يكون  ABمن القوس 
Aمن القوس  4Mو BAمن القوس  2Mضع النقطتين  B  التين تكون

I .مسقطهما القائم على محور الفواصل 
1إن نقاط القوسين  2M M  4و 3M M .هي مجموعة النقاط المطلوبة 

هو  1Mالموافق للنقطة  ,حقيقي من المجال إن العدد ال
6

 . 

 الحل

 الحل

X

O

Y

1M
3/5

AA

B

B

2M

XOI J

Y

1M

AA

B

B

2M

3M
4M
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2هو  2Mالموافق للنقطة  ,إن العدد الحقيقي من المجال 

3
 . 

1جموعة الأعداد الحقيقي ة الموافقة لنقاط القوس إذن م 2M M  2هي
,
6 3

. 

4نجد أن مجموعة الأعداد الحقيقي ة الموافقة لنقاط القوس  الأسلوب  وبنفس 3M M  2هي
,
3 6

. 

4مربعاً طول ضلعه   ABCDليكن   cm ولتكن .M  نقطة من[ ]AB 
]نقطة من  Nو ]AD  بحيثAM DN ُم  لتكن . ثP  نقطة تجعل

AMPN .مستطيلًا 
 أكبر ما يمكن. AMPNتجعل مساحة المستطيل  Mيطلب تعيين

 
AMنفترض  x مساحة المستطيل بالرمز  نرمز إلىf x 

 .0,4هي  fاستنتجنا أن مجموعة تعريف التابع  ABنقطة من الضلع  Mولما كانت
4ANإن  x 24 إذن 4 2f x x x x 

2ولما كان 
4 2 4x  4كانf x  َّيأخذها التابع ويبلغها عندما  قيمة   أكبرُ  4 أي أن

2x َّ2عندما المساواة ق وتتحقَّ  4للمستطيل تساوي  أكبر مساحة   ، أي أنAM. 
]لتكن   ]AB  8قطعة مستقيمة طولها cm ولتكن ،M  نقطة من
[ ]ABع ي الشكل المرب  . نُنشئ كما فMBCD  والمثلث القائم المتساوي

x. نضع AMEالساقين   AM ونرمز بالرمز ،( )f x  إلى مساحة
 . ABCDEالمضلع 

 .HMDEوشبه المنحرف  AHEوالمثلث  MBCDمساحة كل من المربع xحسب بدلالة ا 
)استنتج صيغة    )f x . 
 مُعر فٌ؟ fالتابع  Iعلى أي  مجال  
 .ABCDEأصغر القيم التي تأخذها مساحة المضلع  ، وعي ن  Iعلى  fادرس التابع  

 
AMلما كانت   x  كان طول ضلع المربعMBCD  8يساوي x  وكانت مساحة المربع

MBCD  2تساوي
1 8S x. 

 AHEوكان المثلث  AMمحور القاعدة  EHاقين كان قائم ومتساوي السَّ  AMEلما كان المثلث 

مثلث قائم طول ضلعه القائمة 
2

x
HM  ارتفاعه و

2 2 2 2

2 2 4 22

x x x x x
EH 

 الحل

 الحل

A BM

8 cm

H

CD

E

A BM

4 cm

N

CD

P
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تساوي  AHEومنه مساحة المثلث 
2

2
1
( )( )
2 2 2 8

x x x
S  . 

 على التوالي  HMDEتين في شبه المنحرف القائم القاعد طولا
2

x
EH ،8 وDM x ،

والارتفاع 
2

x
HM  ومنه مساحة شبه المنحرف تساوي  

3

16(16 2 )

2 4 8

x xx x x
S 

                                                                              
1 2 3f x S S S 

2216 8 8

8 8 8

xx x x
f x 

2 2 216 512 8 128

8

x x x x x
f x 

2
28 512 112
14 64

8

x x
f x x x 

 .0,8تكون في المجال  xمعرف عندما  fالتابع ف ،من الصفر إلى الثمانية  xتتغير قيمة  
)يمكن كتابة   )f x بالصيغة الآتية 

22 214 64 14 49 49 64 7 15f x x x x x x 
2ا كان ولمَّ 

7 15 15x  15كانf x  َّأصغر قيمة يأخذها التابع ويبلغها عندما  15 أي أن
7x ، مساحة للمضلع  أصغر ،و بالتاليABCDE  7وتتحقق عندما  15تساويAM. 

4إذا علمت أن    
sin

5
x   2وأن

,x  فأوجدcosx. 

 
2نعلم أن   2sin cos 1x x  2ومنه 2 16 9

cos 1 sin 1
25 25

x x  ولما كان,
2

x 

9سالب ومنه  cosxكان   4
cos

25 5
x. 

1إذا علمت أن   
cos

3
x   وأن, 0x  فأوجدsinx. 

 
2نعلم أن    2sin cos 1x x  2ومنه 2 1 8

sin 1 cos 1
9 9

x x  
,ولما كان  0x   كانsinx اً سالب 

8ومنه  2 2
sin

9 3
x. 

 الحل

 الحل

O
1

c
3

sin x
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الموافقة لمجموعة  Mفي كل من الحالات الآتية، مث ل على الدائرة المثل ثي ة مجموعة النقاط  
 التي تحقٌّق :  xالأعداد الحقيقي ة 

2 1 1 3
cos sin cos 1 0 sin

2 2 2 2
x x x x 

 

3تعني  المتراجحة  
0 sin

2
x أن نا نبحث عن النقاطM  من

3منها في المجال  كل   ترتيبقع يلتي ا الدائرة
0,
2

. 

3الموافق للمجال  OIالقطعة المستقيمة  BBنرسم على 
0,
2

حيث  

O مبدأ الإحداثيات  وI  3التي ترتيبها من محور التراتيب النقطة

2
. 

3، التي يقع ترتيب كل منها في المجال  ، من الدائرة Mنريد تمثيل النقاط 
0,
2

. نضع على الدائرة 

مسقطهما القائم على محور  Iاللتين يكون  BAمن القوس  Nوالنقطة  ABمن القوس  Nالنقطة 
 .التراتيبمسقطهما القائم على محور  Oالتين تكون  Aو Aالنقطتين  ولدينا التراتيب

Nو  ANنقاط القوسين مجموعة النقاط المطلوبة هي إن  A. 

3و لما كان  2
sin sin

2 3 3
0و كان  sin 0 sin  مجموعة نقاط  استنتجنا

AN N A  توافق قيماً للمتغيرx 2 هي
0, ,
3 3

x 

 
1
cos 1

2
x نقاط القوس نفس الطريقة السابقة نجد أن . ب

NAN .هي مجموعة النقاط المطلوبة  
1 ونعلم أنَّ 

cos cos
2 3 3

1و   cos 0 sin 

, من xتوافق قيماً للمتغير  NANمجموعة نقاط ومنه نجد  
3 3

 

 
1

sin
2

x  بنفس الطريقة السابقة نجد أن إن نقاط القوسNBN 
 هي مجموعة النقاط المطلوبة. Nو  Nعدا النقطتين 

1إن  5
sin sin

2 6 6
 . 

 

 الحل

 

A

N

A O

N

3

2

3

3

2

B

B

I

 

 
N

B

N

O

1

2

6

5

6 AA

I

 

 

A

N

N

O

1

2 13

B

B

I
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5 تتحقق عندما Nو Nعدا النقطتين  NBNمجموعة نقاط و 
,
6 6

x   

 
2

cos
2

x  بنفس الطريقة السابقة نجد أن إن نقاط القوس

NA N .هي مجموعة النقاط المطلوبة 

2إن  3 5
cos cos

2 4 4
 

NAمجموعة نقاط  N  3تتحقق عندما 5
,
4 4

x. 

 من الحالات الآتية القيم الدقيقة لجيب وجيب تمام الزاوية : احسب في كل    
13 11 7 5

6 6 6 6 6
81 51 9 5

4 4 4 4 4
97 82 71 4

3 3 3 3 3

 

 المجموعة الأولى )الزوايا في السطر الأول (:  
 لما كان 

13
2

6 6
13وجدنا أنَّ    

sin sin
6 6

13 و   
cos cos

6 6
 

 لما كانو 
13

2
6 6

11وجدنا أنَّ   
cos cos cos
6 6 6

  

11 و أنَّ                                
sin sin sin
6 6 6

 

 لما كانو 
7

6 6
7وجدنا أنَّ  

cos cos
6 6

 

7و أنَّ                                
sin sin
6 6

  

6 لما كانو  6
5وجدنا أنَّ       

sin sin
6 6

5و أنَّ   
cos cos
6 6

 
 ويمكن تنظيم الجدول التالي:

 

13

6
 11

6
 7

6
 5

6
 

6
 x 

1

2
 1

2
 1

2
 1

2
 1

2
 sin x 

3

2
 3

2
 3

2
 3

2
 3

2
 cosx 

 الحل

 

 N

A

N

O

2

2

3

4

5

4

I



 

115 

 
 المجموعة الثانية )الزوايا في السطر الثاني (: 

 كما في المجموعة الأولى: 
5

4  و  4
9

2
4 51و   4 3

12
4 81و   4

20
4 4 . 

 ويمكن تنظيم الجدول التالي:
 

81

4
 51

4
 9

4
 5

4
 

4
 

x 
2

2
 2

2
 2

2
 2

2
 2

2
 sin x 

2

2
 2

2
 2

2
 2

2
 2

2
 cosx 

 

 المجموعة الثالثة )الزوايا في السطر الثالث (: 
 كما في المجموعتين السابقتين : 

97
32

3 3
82و   

26
3 3

71 و  2 5
22 22

3 3 3
 

 لجدول التالي:ويمكن تنظيم ا
 

97

3
 82

3
 71

3
 4

3
 

3
 

x 
3

2
 3

2
 3

2
 3

2
 3

2
 sin x 

1

2
 1

2
 1

2
 1

2
 1

2
 

cosx 
ة العلاقتين الآتيتين وذلك أياً كان العدد الحقيقي     : xأثبت صح 

2
sin cos 1 2sin cosx x x x. 

 2
1 sin cos 2 1 cos 1 sinx x x x. 

2التربيعية ونستعمل العلاقة نفك المطابقة    2sin cos 1x x  بين جيب الزاوية وجيب
 تمامها كما يأتي 

2 2 2sin cos sin cos 2 sin cos

1 2 sin cos

x x x x x x

x x
 

 يأتينفك المطابقة التربيعية كما  نجم  ع المقادير بين قوسين ثمَّ  

 الحل
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2 2
1 sin cos 1 sin cosx x x x 

2
1 sin cos 2 sin cosx x x x 

 نفك المطابقة التربيعيَّة الثَّانية 
2 21 sin cos 2 sin cos 2 sin 2cosx x x x x x 

2نستعمل العلاقة  2sin cos 1x x كما يلي 
2 2 sin 1 cos 2 cosx x x 

 نجم  ع المقادير في أقواس لإيجاد عامل مشترك فيما بينها 
2 1 cos 2 sin 1 cosx x x 

 نجد  بأخذ العامل المشترك
2 1 cos 1 sinx x 

cosفي حالة    0x  نعر ف
sin

tan
cos

x
x

x
. 

cosالذي يحق ق  xأثبت أن ه أياً كان العدد   0x 2ان ك
2

1
1 tan

cos
x

x
. 

تنتمي إلى  xإذا علمت أن   
2
, tanوأن   0 2x  فأوجدcosx وsinx. 

 
ل  sinبالكسر  tanxنبدأ بالطرف الأيسر فنبد  

cos

x

x
نجد   

2
2

2

sin
1 tan 1

cos

x
x

x
 

د المقامات نجد أنَّ   نوح  
2 2

2
2

cos sin
1 tan

cos

x x
x

x  

2نستعمل العلاقة   2sin cos 1x x  2نحصل على
2

1
1 tan

cos
x

x
 . وهو المطلوب 

tanعندما   2x    ض بالعلاقة السابقة نجد نعو
2

1
1 4

cos x
2ومنه   1

cos
5

x   ولما كانت

, 0
2

x  1 كانcos
5

x. 

sinبالإفادة من 
tan

cos

x
x

x
ضنا قيمتي   cosو  tanxإذا عوَّ x   َّوجدنا أن cos tan sinx x x 

1ومنه  
sin 2

5
x  ،2

sin
5

x 

، تمكن الاستفادة من الدائرة المثل ثي ة أو من الخطين البياني ين لتابعي الآتيةللإجابة عن الأسئلة   
 الجيب وجيب التمام.

من المجال  xأوجد الأعداد الحقيقي ة  
2
1التي تحق ق  2,

cos
2

x. 

 الحل
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2التي تحق ق  2,من المجال  xأوجد الأعداد الحقيقي ة  
sin

2
x. 

من المجال  xأوجد الأعداد الحقيقي ة  
2
cosالتي تحق ق  2, 0x. 

2من المجال  xأوجد الأعداد الحقيقي ة   3التي تحق ق  3,
sin

2
x. 

 
 1cos
2

x  حيث
2
,2x 

شاقولي على المحور الأفقي عند  ونعيين عليها مستقيمنرسم الدائرة المثل ثي ة  
1 نقطة فاصلتها تساوي 

2
1يجاد نقطة من الدائرة فاصلتها مساوية لإ 

2
يتقاطع  ،

N,المستقيم مع الدائرة في نقطتين  N. 
 المجالفي 

2
على الدائرة المثل ثي ة بالات جاه الموجب انطلاقاً من ننتقل  2,

ا معند N)بداية المجال( فنصل للنقطة  B النقطة
3

x  وهو أول حل
ا معند Nللمعادلة، نتابع فنصل للنقطة 

3
x نتابع فنصل مجدداً للنقطة وهو الحل الثاني للمعادلة ،

N  5عندها
2

3 3
x نتابع فنصل لنهاية المجال عند النقطةوهو الحل الثالث للمعادلة ،A 

5حلول المعادلة هي  مجموعةومنه  فنتوقف،
, ,
3 3 3

S. 

بياني  لتابع نرسم الخط ال : توضيح
1جيب التمام ونرسم المستقيم 

2
y. 

المجال  وفي
2
يتقاطع  2,

النقاط  فيالخط البياني والمستقيم 
5التي فواصلها 

, ,
3 3 3

x. 

 2sin
2

x  2,حيثx 

2 أفقي عند نقطة ترتيبها يساوي  مستقيمالمثل ثي ة ونعيين عليها  دائرةالنرسم  
2

 
N,يتقاطع المستقيم مع الدائرة في نقطتين  N. 

على الدائرة المثل ثي ة بالات جاه الموجب انطلاقاً من تقل نن 2, المجالفي 
B,بالنقاط   نمر)بداية المجال(  Aالنقطة  A  للنقطة ثم نصلN ا عندم

4
x لنقطة وهو أول حل للمعادلة، نتابع فنصل لN 3ا معند

4
x  وهو

 الحل

 

 

 

N

N

O

1

23

3
0, 2

B

A

B

A

 

 

 N

O

2

2

4

3

4

0, 2

N

A

B

B

A
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 فنتوقف، A، نتابع فنصل لنهاية المجال عند النقطةA، نتابع فنصل مجدداً للنقطة الحل الثاني للمعادلة
3ومنه مجموعة حلول المعادلة هي 

,
44

S. 

نرسم الخط البياني  لتابع  توضيح

2جيب ونرسم المستقيم ال

2
y.  على

يتقاطع الخط البياني  2,المجال 
والمستقيم عند النقاط التي فواصلها 

3
,
4 4

x. 
 cos 0x  حيث

2
,2x 

الموافقة لمجموعة  Mمجموعة النقاط عليها  ونمث ل المثل ثي ةنرسم الدائرة  
cos المتراجحة لتي تحقٌّق ا xالأعداد الحقيقي ة  0x  وهي القوسB AB. 

 المجالفي 
2
على الدائرة المثل ثي ة بالات جاه الموجب انطلاقاً من ننتقل  2,

A,)بداية المجال( نمر بالنقاط  Bالنقطة  B  وتكون في هذا المجال
المتراجحة محققة ومجموعة حلولها 

2 2
 Aمرورا  بالنقطة  Bللنقطة  Bنتابع الانتقال من النقطة  ,

فنصل لنهاية المجال عند    Bننتقل من النقطة ، راجحة غير محققةوتكون في هذا المجال المت
3وتكون في هذا المجال المتراجحة محققة ومجموعة حلولها  فنتوقف Aالنقطة

2
إذا مجموعة  ،2,

3حلول المتراجحة 
2 2 2
, ,2. 

 جيب التمام نرسم الخط البياني  لتابع  توضيح
.على المجال 0yونرسم المستقيم 

2
,2 

ما عند 0yالمستقيم فوق الخط البياني  قعي
3

2 2 2
, ,2x 

 3sin
2

x  2حيث ,3x 
ي الت xالموافقة لمجموعة الأعداد الحقيقي ة  Mمجموعة النقاط نرسم الدائرة المثل ثي ة ونمث ل عليها  

3sin المتراجحةتحقٌّق 
2

x  وهي القوسN B N. 
2في المجال  على الدائرة المثل ثي ة بالات جاه الموجب انطلاقاً ننتقل  3,
وتكون في هذا المجال  Nنصل للنقطة )بداية المجال( Aمن النقطة 

5المتراجحة محققة ومجموعة حلولها 
2 ,

3
نتابع الانتقال من النقطة  

 

 

 

O 0, 2

AA

B

B

 

 

 

O 0, 2

AA

B

B
3

2

NN
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N  للنقطةN  مرورا  بالنقطةB حة غير محققة، ننتقل من النقطة وتكون في هذا المجال المتراجN   
4وتكون في هذا المجال المتراجحة  محققة ومجموعة حلولها  Bمرورا  بالنقطة  Nللنقطة 

,
3 3

 

وتكون في هذا المجال المتراجحة غير  Bمرورا  بالنقطة  Nللنقطة  Nنتابع الانتقال من النقطة ،
وتكون في هذا المجال المتراجحة  محققة  Bمرورا  بالنقطة  Nللنقطة    Nننتقل من النقطة  محققة،

2ومجموعة حلولها  7
,
3 3

فنتوقف  Aفنصل لنهاية المجال عند النقطة    Nننتقل من النقطة  ،

8وتكون في هذا المجال المتراجحة  محققة ومجموعة حلولها 
,3
3

إذا مجموعة حلول المتراجحة ، 
5 4 2 7 8

2 , , , ,3
3 3 3 3 3 3

. 

3جيب ونرسم المستقيم النرسم الخط البياني  لتابع  توضيح

2
y.  

 
 
 
 

2على المجال  3المستقيم  تحتيقع الخط البياني  3,

2
y عندما 
5 4 2 7 8

2 , , , ,3
3 3 3 3 3 3

x 
و xالنقاط الموافقة للقياسات  ة ثي  عي  ن على الدائرة المثل    

2
x وx و

2
x  ثُم ،

 :الصيغة اختزل  
2 2

( ) sin sin sin sing x x x x x. 

 
تطابق المثلثات في الرسم المقابل وجدنا من ملاحظة الدائرة المثلثية و 

sin  أنَّ  sinx x و 
2

sin cosx x و 

2
sin cosx x .كان  ومنه

( ) sin cos sin cosg x x x x x  
)بإجراء عمليات الجمع اللازمة ينتج أنَّ   و ) 2 cosg x x 

5النقاط الموافقة للقياسات  ة ثي  عي  ن على الدائرة المثل   
2
x 3و x 5و x و

2
x ،

5الصيغة :  ثُم  اختزل  
2 2

( ) sin sin 3 cos 5 cosh x x x x x. 

 الحل
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5لمَّا كان 

2 2
2x x  َّوجدنا أن  

5
2 2 2

sin sin 2 sin cosx x x x 
3 و لمَّا كان 2x x    َّوجدنا أن 

sin 3 sin 2 sin sinx x x x 
5ولمَّا كان  4x x    َّوجدنا أن 

cos 5 cos 4 cos cosx x x x 
5ولمَّا كان  4x x    َّوجدنا أن 

cos 5 cos 4 cos cosx x x x 
كان   ولمَّا

2 2 2
cos cos cos sinx x x x 

)  أنَّ مما سبق وجدنا  ) cos sin cos sin 0h x x x x x 
3إذا علمت  أن   Mالنقطة  ة ثي  الدائرة المثل   علىعي  ن  

5
cosx و

2
, 0x  ثُم  احسب . 

و  sinxكلًا من : 
2

sin x  و
2

cos x  وcos x وsin x. 

 
2أن   نعلم 2sin cos 1x x 2ه ومن 2 9 16

sin 1 cos 1
25 25

x x  ولما كان
2
, 0x 

sinكان   x  4سالب ومنه
sin

5
x. 

3
2 5

sin cosx x ،  

2

4
cos sin

5
x x ، 

3
5

cos cosx x ، 
4

sin sin
5

x x. 

 الحل
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  الاحتمالات

  
 مقدمة  

 عناصر الاحتمال  

 قانون  الاحتمال  
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 تمرينات ومسائل   
 

لى الشعار بالرمز  Hفي حالة قطعة نقود، نرمز إلى الكتابة بالرمز    تجربة إلقاء قطعة . نتأمّل Tوا 
 نقود متوازنة مرّتين متتاليتين. أيّ المقادير التالية يساوي احتمال ظهور الكتابة مرّتين:

 1

2
.      1

3
.            1

4
.        { }P TT. 

يحوي صندوق ثلاث كرات متماثلة الملمس، اثنتان سوداوان وواحدة بيضاء، نسحب كرتين على التتالي   
 مع إعادة الأولى قبل سحب الثانية. أيُّ الأعداد التالية يساوي احتمال سحب كرتين سوداوين ؟

 2

9
. 4

9
. 4

6
.  1. 

في صندوق ثلاث كرات متماثلة الملمس، اثنتان سوداوان وواحدة بيضاء، نسحب كرتين على التتالي   
 دون إعادة الكرة الأولى. أيّ الأعداد التالية يساوي احتمال سحب كرتين سوداوين ؟

 1

9
. 3

9
. 1

6
.  1. 

    لنتعلّم البحث معا  لنتعلّم البحث معا  لنتعلّم البحث معا  

 (1)  الكراتوالصندوق   

، 3وتحمل الثانية الرقم  2اوان تحمل إحداهما الرقم ، وكرتان زرق1في صندوق كرةٌ بيضاء تحمل الرقم  
. نسحب عشوائياً كرةً من الصندوق، 5وتحمل الثانية الرقم  4وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 

 ها.وننظر إلى رقم
 عيّن فضاء العيّنة، وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 

 ما احتمال الحصول على رقم فرديّ ؟ 

 
والتووووووووووي نسووووووووووميها فضوووووووووواء العشوووووووووووائيّة المطلوووووووووووب هووووووووووو تحديوووووووووود النتووووووووووائ  الممكنووووووووووة لهووووووووووذه التجربووووووووووة  

 العينة.

 الحل
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مسووووووووووجلة علووووووووووى الكوووووووووورات وأنّ الألوووووووووووان ليسووووووووووت إنّ نتيجووووووووووة التجربووووووووووة هووووووووووي أحوووووووووود الأرقووووووووووام ال نلاحوووووووووو 
 يكون فضاء العينة: . ومنهذات أهميّة في التجربة

1,2,3,4,5 
وأن هووووووووذه موووووووون الواضووووووووة أنّ هووووووووذه التجربووووووووة متسوووووووواوية الاحتمووووووووال لأنّ كوووووووول رقووووووووم لووووووووه فرصووووووووة واحوووووووودة 

 الفرص متساوية لتماثل الكرات الخمس الموجودة في الصندوق.
 وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي :

5 النتيجة  4  3  2  1  
1 احتمال وقوعها

5
 

1

5
 

1

5
 1

5
 1

5
 

 
، “الحصوووووووووو ف ديوووووووووو    وووووووووو   وووووووووو     ”إنّ المطلوووووووووووب هووووووووووو حسوووووووووواب احتمووووووووووال وقووووووووووو  الحوووووووووودث  

 1,3,5والحدث الموافق هو المجموعة الجزئية: 
3، فاحتمال وقوعه يساوي 5نلاح  أنّ لهذا الحدث ثلاث فرص للوقو  من أصل 

5
. 

 (2)  الكراتوالصندوق    

، 3وتحمل الثانية الرقم  2، وكرتان زرقاوان تحمل إحداهما الرقم 1في صندوق كرةٌ بيضاء تحمل الرقم  
. نسحب عشوائياً كرةً من الصندوق، 5وتحمل الثانية الرقم  4وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 

 وننظر إلى لونها.
 عيّن فضاء العيّنة، وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 

 لأزرق ؟ما احتمال الحصول على لون غير ا 

 
المطلوووووووووووب هووووووووووو تحديوووووووووود النتووووووووووائ  الممكنووووووووووة لهووووووووووذه التجربووووووووووة العشوووووووووووائيّة والتووووووووووي نسووووووووووميها فضوووووووووواء  

 العينة.
أنّ الأرقووووووووووووووام و "أبوووووووووووووويس"، "أزرق" و"أسووووووووووووووود" نتيجووووووووووووووة التجربووووووووووووووة هووووووووووووووي أحوووووووووووووود الألوووووووووووووووان إنّ نلاحوووووووووووووو  

 ليست ذات أهميّة في التجربة.
لوووووووووووى الكووووووووووورة البيضووووووووووواء بوووووووووووالرمز bمزنوووووووووووا إلوووووووووووى الكووووووووووورة السووووووووووووداء بوووووووووووالرمز إذا ر  لوووووووووووى الكووووووووووورة  ،w، وا  وا 

 يكون فضاء العينة: ، وبالتاليuالزرقاء بالرمز 
, ,b w u 

 الحل
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أكبووووووووور مووووووووون احتموووووووووال  bسووووووووواوية الاحتموووووووووال لأنّ احتموووووووووال مووووووووون الواضوووووووووة أنّ هوووووووووذه التجربوووووووووة غيووووووووور مت
w.  ولكووووووووووووون للاسوووووووووووووتفادة مووووووووووووون الحوووووووووووووالات متسووووووووووووواوية الاحتموووووووووووووال، سووووووووووووويتم الاسوووووووووووووتفادة مووووووووووووون تووووووووووووورقّم

 الكرات.
}يظهر اللون الابيس مرة واحدة فقط، فاحتمال وقو  الحدث البسيط  }w  1يساوي

5
. 

}يظهر اللون الاسود مرتين، فاحتمال وقو  الحدث البسيط  }b  2يساوي

5
. 

}يظهر اللون الازرق مرتين، فاحتمال وقو  الحدث البسيط  }u  2يساوي

5
. 

 وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي :
u النتيجة  b  w  

2 احتمال وقوعها

5
 2

5
 1

5
 

 
الحصووووووووووو ف ديووووووووووو  لووووووووووو     ووووووووووو  ”إنّ المطلووووووووووووب هوووووووووووو حسووووووووووواب احتموووووووووووال وقوووووووووووو  الحووووووووووودث  

w,المجموعووووووووووووووة الجزئيووووووووووووووة:  هووووووووووووووي الألوووووووووووووووان الموافقووووووووووووووةو ، “الأز ق  b  عوووووووووووووودد الكوووووووووووووورات موووووووووووووون وأن
 .3هو  هذه الألوان

3، فاحتمال وقوعه يساوي 5لاح  أنّ لهذا الحدث ثلاث فرص للوقو  من أصل ن

5
. 

 
 (3)  الكراتوالصندوق   

، 3وتحمل الثانية الرقم  2داهما الرقم ، وكرتان زرقاوان تحمل إح1في صندوق كرةٌ بيضاء تحمل الرقم  
. نسحب عشوائياً كرةً من الصندوق، ثُمّ 5وتحمل الثانية الرقم  4وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 

 ونسحب عشوائيّاً كرةً ثانيةً. نسجّل رقميّ الكرتين المسحوبتين بالترتيب.نعيدها إلى الصندوق، 
 عيّن فضاء العيّنة، وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 

 ؟  “الحصول على الرقم نفسه مرّتين”:  Dما احتمال الحدث  

 ؟  “في المرحلة الثانية 3سحب الرقم ”:  Tما احتمال الحدث  

 ؟ “الرقم الأوّل أكبر تماماً من الرقم الثاني”:  Sما احتمال الحدث  
 

 
المسوووووووووووحوبتين وأنّ الألووووووووووووان ليسوووووووووووت ذات  لكووووووووووورتينرقموووووووووووي اإنّ نتيجوووووووووووة التجربوووووووووووة هوووووووووووي نلاحووووووووووو   

 أهميّة في التجربة. 

 الحل
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 وسنعمد إلى تمثيل التجربة المفترضة بمخطّط شجري كما يأتي :
 
 
 
 
 
 
 

 فتكون مجموعة النتائ  الممكنة لهذه التجربة :

1 & 1 , 1 & 2 , 1 & 3 , 1 & 4 , 1 & 5 , 2 & 2 , 2 & 3 , 2 & 4 ,

2 & 5 , 3 & 3 , 3 & 4 , 3 & 5 , 4 & 4 , 4 & 5 , 5 & 5
  

بل بمبدأ تساوي الفرص بالنسبة لكلّ فر  يمكّننا هذا المخطّط من حساب احتمال كلّ حدث بسيط، حيث نق
 من فرو  الشجرة، ونلخّص النتائ  على النحو الآتي :

1تظهوووووووور النتيجووووووووة  & }موووووووورة واحوووووووودة، فاحتمووووووووال وقووووووووو  الحوووووووودث البسوووووووويط  1 1 & 1 1يسوووووووواوي  {

25
 ،

2النتائ   كذلك الأمر بالنسبة إلى كل من & 3و 2 & 4و 3 & 5و 4 & 5. 
1وتظهر النتيجة  & }مرتين، فاحتمال وقو  الحدث البسيط  2 1 & 2 2يساوي  {

25
. كذلك الأمر 

1بالنسبة إلى كل من النتائ   & 1و 3 & 2و 4 & 2و 3 & 3و 4 & 1و 4 & 5 
2و & 3و 5 & 4و 5 & 5و 5 & 5. 

 وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي :
1 النتيجة & 1  2 & 2  3 & 3  4 & 4  5 & 5  

1 احتمال وقوعها

25
 1

25
 1

25
 

1

25
 

1

25
 

2 النتيجة & 1 3 & 1 4 & 1 5 & 1 3 & 2  

2 احتمال وقوعها

25
 

2

25
 

2

25
 

2

25
 

2

25
 

4 النتيجة & 2 4 & 3 5 & 3 5 & 4  5 & 2  

2 احتمال وقوعها

25
 

2

25
 

2

25
 

2

25
 

2

25
 

 

1 & 1 , 1 & 2 , 1 & 3 , 1 & 4 , 1 & 5 2 & 1 , 2 & 2 , 2 & 3 , 2 & 4 , 2 & 5 3 & 1 , 3 & 2 , 3 & 3 , 3 & 4 , 3 & 5 5 & 1 , 5 & 2 , 5 & 3 , 5 & 4 , 5 & 54 & 1 , 4 & 2 , 4 & 3 , 4 & 4 , 4 & 5
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 نتائ  سحب الكرتين في جدول كما يأتي :رى يمكن أن نضع أخوبطريقة 
ل الك ة                 الأ  

 ةالثاني الك ة      
1 2 3 4 5 

1 1,1 2,1 3,1 4,1 5,1 

2 1,2 2,2 3,2 4,2 5,2 

3 1, 3 2, 3 3, 3 4, 3 5, 3 

4 1, 4 2, 4 3, 4 4, 4 5, 4 

5 1, 5 2,5 3,5 4,5 5,5 

لمّا كان كلُّ عمود يقابل نتيجة من نتائ  سحب الكرة الأوّلى، نستطيع الأخذ بمبدأ تساوي فرص الحصول 
 على أي عمود من الأعمدة.

وكذلك، لمّا كان كلُّ سطر يقابل نتيجة من نتائ  سحب الكرة الثانية، نستطيع الأخذ بمبدأ تساوي  
القول إنّ أيّ خانة من خانات الجدول لها  فرص الحصول على أي سطر من الأسطر. وهكذا، يمكننا
. ونستطيع بهذه الطريقة حساب احتمالات 25الفرصة ذاتها في الحدوث، أي فرصة واحدة من بين 

 الأحداث البسيطة المختلفة، فنكتب :
1النتيجة  & 1ا يساوي تقابل خانة واحدة، فاحتمال الحصول عليه 1

25
، كذلك الأمر بالنسبة إلى كل 

2من النتائ   & 3و 2 & 4و 3 & 5و 4 & 1. أمّا النتيجة 5 & فتظهر في خانتين من  2
2، واحتمال الحصول عليها يساوي الجدول

25
1. كذلك الأمر بالنسبة إلى كل من النتائ   & 3 

1و & 2و 4 & 2و 3 & 3و 4 & 1و 4 & 2و 5 & 3و 5 & 4و 5 & 5 
5و & 5. 

 وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي :
1 النتيجة & 1  2 & 2  3 & 3  4 & 4  5 & 5  

1 احتمال وقوعها

25
 1

25
 1

25
 

1

25
 

1

25
 

2 النتيجة & 1 3 & 1 4 & 1 5 & 1 3 & 2  

2 احتمال وقوعها

25
 

2

25
 

2

25
 

2

25
 

2

25
 

4 النتيجة & 2 4 & 3 5 & 3 5 & 4  5 & 2  

2 احتمال وقوعها

25
 

2

25
 

2

25
 

2

25
 

2

25
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والحدث الموافق  “الحصول على الرقم نفسه مرّتين”إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
 : هو المجموعة الجزئية

1 &1 , 2 & 2 , 3 & 3 , 4 & 4 , 5 & 5D 
، فاحتمووووووووووال وقوعووووووووووه يسوووووووووواوي 25فوووووووووورص للوقووووووووووو  موووووووووون أصوووووووووول  خمووووووووووسنلاحوووووووووو  أنّ لهووووووووووذا الحوووووووووودث 

5 1
(D)

25 5
P. 

والحدث  “ في المرحلة الثانية 3سحب الرقم  ”إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
 الموافق هو المجموعة الجزئية: 

1,3 , 2,3 , 3,3 , 4,3 , 5,3T 
، فاحتمووووووووووال وقوعووووووووووه يسوووووووووواوي 25نلاحوووووووووو  أنّ لهووووووووووذا الحوووووووووودث خمووووووووووس فوووووووووورص للوقووووووووووو  موووووووووون أصوووووووووول 

5 1
( )

25 5
P T. 

والحدث  “الرقم الأوّل أكبر تماماً من الرقم الثاني” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث 
 الموافق هو المجموعة الجزئية: 

2,1 , 3,1 , 4,1 , 5,1 , 3,2 , 4,2 , 5,2 , 4,3 , 5,3 , 5,4S 
، فاحتمووووووووووال وقوعووووووووووه يسوووووووووواوي 25فوووووووووورص للوقووووووووووو  موووووووووون أصوووووووووول نلاحوووووووووو  أنّ لهووووووووووذا الحوووووووووودث خمووووووووووس 

10 2
( )

25 5
P S. 

 (4)  الكراتوالصندوق   
، 3وتحمل الثانية الرقم  2، وكرتان زرقاوان تحمل إحداهما الرقم 1في صندوق كرةٌ بيضاء تحمل الرقم  

. نسحب عشوائياً كرةً عشوائيّ من 5وتحمل الثانية الرقم  4وكرتان سوداوان تحمل إحداهما الرقم 
كرةً ثانيةً. نسجّل رقميّ الكرتين المسحوبتين ، ثمّ نسحب عشوائيّاً  لا نع  ها إل  الصن  ق الصندوق، 

 حسب الترتيب.

 عيّن فضاء العيّنة، وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 

 ؟  “الرقم نفسه مرّتين الحصول على”:  Dما احتمال الحدث  

 ؟  “في المرحلة الثانية 3سحب الرقم ”:  Tما احتمال الحدث  

 ؟ “الرقم الأوّل أكبر تماماً من الرقم الثاني”:  Sما احتمال الحدث  
 

 الحل 
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بتين وأنّ الألووووووووووووان ليسوووووووووووت ذات المسوووووووووووحو  رقموووووووووووي الكووووووووووورتينإنّ نتيجوووووووووووة التجربوووووووووووة هوووووووووووي نلاحووووووووووو   
 أهميّة في التجربة. 

 
 وسنعمد إلى تمثيل التجربة المفترضة بمخطّط شجري كما يأتي :

 
 
 
 
 
 
 

 :عة النتائ  الممكنة لهذه التجربةفتكون مجمو 

1 & 2 , 1 & 3 , 1 & 4 , 1 & 5 , 2 & 3 , 2 & 4 , 2 & 5 , 3 & 4 , 3 & 5 , 4 & 5  

بمبدأ تساوي الفرص بالنسبة لكلّ فر   يمكّننا هذا المخطّط من حساب احتمال كلّ حدث بسيط، حيث نقبل
 من فرو  الشجرة، ونلخّص النتائ  على النحو الآتي :

1تظهر النتيجة  & }مرتين، فاحتمال وقو  الحدث البسيط  2 1 & 2 2يساوي  { 1

20 10
. كذلك 

1ئ  الأمر بالنسبة إلى كل من النتا & 1و 3 & 2و 4 & 2و 3 & 3و 4 & 1و 4 & 5 
2و & 3و 5 & 4و 5 & 5و 5 & 5. 

 وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي :
2 النتيجة & 1 3 & 1 4 & 1 5 & 1 3 & 2  

1 احتمال وقوعها

10
 1

10
 1

10
 1

10
 1

10
 

4 النتيجة & 2 4 & 3 5 & 3 5 & 4  5 & 2  

1 احتمال وقوعها

10
 1

10
 1

10
 1

10
 1

10
 

والحدث الموافق  “الحصول على الرقم نفسه مرّتين”إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
 هو المجموعة الجزئية: 

D 

1,2 , 1,3 , 1, 4 , 1,5 2,1 , 2,3 , 2,4 , 2,5 3,2 , 3,1 , 3,4 , 3,5 4,2 , 4,3 , 4,1 , 4,5 5,2 , 5,3 , 5,4 , 5,1
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، فاحتموووووووووووال وقوعوووووووووووه يسووووووووووواوي 20لهوووووووووووذا الحووووووووووودث فووووووووووورص للوقوووووووووووو  مووووووووووون أصووووووووووول لووووووووووويس نلاحووووووووووو  أنّ 
(D) 0P. 

والحدث  “ في المرحلة الثانية 3سحب الرقم  ”إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
 الموافق هو المجموعة الجزئية: 

1,3 , 2,3 , 4,3 , 5,3T 
، فاحتموووووووووووال وقوعوووووووووووه يسووووووووووواوي 20فووووووووووورص للوقوووووووووووو  مووووووووووون أصووووووووووول  لاحووووووووووو  أنّ لهوووووووووووذا الحووووووووووودث أربوووووووووووعن

4 1
( )

20 5
P T. 

والحدث  “الرقم الأوّل أكبر تماماً من الرقم الثاني” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
 الموافق هو المجموعة الجزئية: 

2,1 , 3,1 , 4,1 , 5,1 , 3,2 , 4,2 , 5,2 , 4,3 , 5,3 , 5,4S 
، فاحتمووووووووووال وقوعووووووووووه يسوووووووووواوي 25نلاحوووووووووو  أنّ لهووووووووووذا الحوووووووووودث خمووووووووووس فوووووووووورص للوقووووووووووو  موووووووووون أصوووووووووول 

10 1
( )

20 2
P S. 

 .)ورقة 52من لعبة ورق فيها (ورقة لعب  نسحب عشوائيّاً   
 عيّن فضاء العيّنة، وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 

 رقم فرديّ ؟ ما احتمال سحب ورقة عليها 

 ما احتمال سحب صورة ؟ 

 
 إنّ التجربة متساوية الاحتمال، فتكون مجموعة النتائ  الممكنة لهذه التجربة : 

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,

30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,52
 

 التجربة كما يأتي : وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه
 1 2 3 .....  52 النتيجة

1 احتمال وقوعها

52
 ....... 1

52
 1

52
 1

52
 

  “سحب ورقة عليها رقم فرديّ  ” مال وقو  الحدث إنّ المطلوب هو حساب احت 
، فاحتمووووووووووووال وقوعووووووووووووه يسوووووووووووواوي 52فرصووووووووووووة للوقووووووووووووو  موووووووووووون أصوووووووووووول  26نلاحوووووووووووو  أنّ لهووووووووووووذا الحوووووووووووودث 

26 1

52 2
. 

  “سحب صورة  ” وب هو حساب احتمال وقو  الحدث إنّ المطل 

 الحل
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، فاحتمووووووووووووال وقوعووووووووووووه يسوووووووووووواوي 52فرصووووووووووووة للوقووووووووووووو  موووووووووووون أصوووووووووووول  12نلاحوووووووووووو  أنّ لهووووووووووووذا الحوووووووووووودث 
12 3

52 13
. 

 ، ثمّ نسحب ورقةً أخرى دون إعادة الأولى. )ورقة 52من لعبة ورق فيها (ئيّاً، ورقة لعب نسحب عشوا  
 عيّن فضاء العيّنة، وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة. 

 ما احتمال سحب العشرتين الحمراوين ؟ 
 ما احتمال سحب عشرتين ؟ 

 
 إنّ التجربة متساوية الاحتمال، فتكون مجموعة النتائ  الممكنة لهذه التجربة : 

1,2 , 1,3 , 1,4 ,......, 2,3 , 2,4 , 2,5 ,......, 51,52 
 وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي :

1,2 1,3 1,4 ..... 51,52 النتيجة  

1 احتمال وقوعها

2652
 ....... 1

2652
 1

2652
 1

2652
 

  “العشرتين الحمراوين  سحب ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
1، فاحتمال وقوعه يساوي 52 نلاح  أنّ لهذا الحدث فرصة للوقو  من أصل

52
. 

  “ عشرتينسحب  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
3، فاحتمال وقوعه 52صل فرص للوقو  من أ 3ثلاثنلاح  أنّ لهذا الحدث 

52
. 

وهو مصنو  بحيث يكون احتمال      مت از   6إلى  1نلقي حجر نرد مكعب الشكل وجوهه مرقّمة من   
 متناسباً مع رقمه. ظهور أيّ وجه 

 ما هو فضاء العيّنة ؟ هل التجربة متساوية الاحتمال ؟ 

 عيّن قانون الاحتمال لهذه التجربة. 

 
,6,5}هي :  إنّ مجموعة النتائ  الممكنة لهذه التجربة  4,  ،ا كان النرد غير متوازن توازناً لمّ و ، {3,2,1
  التجربة غير متساوية الاحتمال.ف

 : احتمالهايعبّر الجدول الآتي عن كل نتيجة و 
 {6} {5} {4} {3} {2} {1} الحدث البسيط

 1P 2P 3P 4P 5P 6P احتماله

 ولما كان احتمال ظهور أيّ وجه متناسباً مع رقمه كان:        

 الحل

 الحل
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1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

P P P P P P P P P P P P  

1 2 3 4 5 6 1

1 2 3 4 5 6 21

P P P P P P 

1                               وبالتالي 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

, , , , ,
21 21 21 21 21 21

P P P P P P 

 : وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي
 {6} {5} {4} {3} {2} {1} الحدث البسيط

1 احتماله

21
 

2

21
 

3

21
 

4

21
 

5

21
 

6

21
 

، وخمس 4إلى  1من ، وأربع كرات حمراء مرقّمة 3إلى  1في صندوق ثلاث كرات بيضاء مرقّمة من   
 . نسحب عشوائياً كرةً من الصندوق.5إلى  1كرات سوداء مرقّمة من 

 ما احتمال سحب كرةٍ حمراء ؟ 

 ؟ 2ما احتمال سحب كرة رقمها أكبر تماماً من  

 
, إنّ مجموعة النتائ  الممكنة لهذه التجربة هي :  },{ , , , , ,, , , , 

  “سحب كرةٍ حمراء  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث 
، فاحتموووووووووووال وقوعوووووووووووه يسووووووووووواوي 12نلاحووووووووووو  أنّ لهوووووووووووذا الحووووووووووودث أربوووووووووووع فووووووووووورص للوقوووووووووووو  مووووووووووون أصووووووووووول 

4 1

12 3
. 

  “ 2سحب كرة رقمها أكبر تماماً من  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
، فاحتموووووووووووال وقوعوووووووووووه يسووووووووووواوي 12نلاحووووووووووو  أنّ لهوووووووووووذا الحووووووووووودث سوووووووووووت فووووووووووورص للوقوووووووووووو  مووووووووووون أصووووووووووول 

6 1

12 2
. 

 

 بنتاً. وئلة ثلاثة أطفال. نفترس أنّ هناك فرصاً متساوية لأن يكون الطفل صبيّاً أاع لدى 
 ما احتمال أن يكون الأطفال الثلاثة صبياناً ؟ 

 ن وبنت ؟اصبيّ لدى العائلة ما احتمال أن يكون  

 بنت واحدة على الأقلّ ؟لدى العائلة  ما احتمال أن يكون  

 ما احتمال أن يكون الطفل الثالث بنتاً ؟ 
 

 الحل
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لى Bبالرمز  لصبياإذا رمزنا إلى   سنعمد إلى التمثيل بمخطّط شجري كما يأتي :و  ،Gبالرمز  لبنتا، وا 

 

 

 

 

 

 إنّ مجموعة النتائ  الممكنة هي : من المخطط نجد
                , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,B B B B G B B B G G B B G G B G B G B G G G G G  

النسبة لكلّ يمكّننا هذا المخطّط من حساب احتمال كلّ حدث بسيط، حيث نقبل بمبدأ تساوي الفرص بو 
 فر  من فرو  الشجرة.

  “أن يكون الأطفال الثلاثة صبياناً  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
1، فاحتمال وقوعه 8نلاح  أنّ لهذا الحدث فرصة واحدة للوقو  من أصل 

8
. 

  “ن وبنت اصبيّ لدى العائلة أن يكون  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
3، فاحتمال وقوعه يساوي 8فرص للوقو  من أصل  3نلاح  أنّ لهذا الحدث 

8
. 

  “بنت واحدة على الأقلّ لدى العائلة  أن يكون  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
7، فاحتمال وقوعه يساوي 8فرص للوقو  من أصل  7نلاح  أنّ لهذا الحدث 

8
. 

  “أن يكون الطفل الثالث بنتاً  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
4، فاحتمال وقوعه 8فرص للوقو  من أصل  4نلاح  أنّ لهذا الحدث  1

8 2
. 

ثلاث مرات متتالية،  ونسجّل الأرقام  6إلى  1نلقي حجر نرد مكعب الشكل متوازن وجوهه مرقّمة من   
 الظاهرة.

 في المرّات الثلاث ؟ 6ما احتمال الحصول على الرقم  

 ؟ 1و 2و 4ما احتمال الحصول على  

 الحل

 الطفل الأوّل

 الثاني الطفل

 الثالث الطفل

 

B

G

G

B

GB

GBGBGB GB
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عناصر فيكون عدد  6والثالثة  6والثانية  6ن عدد النتائ  الممكنة للرقم الظاهر في المرة الأولى هو إ

6  فضاء العينة هو : 6 6 216. 
 “في المرّات الثلاث  6الحصول على الرقم  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  

1،  فاحتمال الحصول عليها يساوي 216فرصة واحدة من أصل  (6,6,6)توافق النتيجة 

216
. 

 “1و 2و 4الحصول على  ” هو حساب احتمال وقو  الحدث  إنّ المطلوب 
 {(4,1,2),(2,4,1),(2,1,4),(4,2,1),(1,4,2),(1,2,4)}نلاح  ان الحدث الموافق هو: 

، فاحتموووووووووووووووووال وقوعوووووووووووووووووه 216فووووووووووووووووورص للوقوووووووووووووووووو  مووووووووووووووووون أصووووووووووووووووول  6نلاحووووووووووووووووو  أنّ لهوووووووووووووووووذا الحووووووووووووووووودث 
6 1

216 36
. 

كرةً ثمّ نسحب كرة ثانية دون . نسحب 15إلى  1كرةٍ متماثلة الملمس ومرقّمة من  15في صندوق   
إعادة الأولى، ثمّ نسحب ثالثة دون إعادة الكرتين السابقتين. نسجّل الأعداد التي حصلنا عليها حسب 

 ترتيب السحب.
 ؟ 1,2,3ما احتمال الحصول على الثلاثيّة المرتّبة  

 بأيّ ترتيب كان ؟ 3و 2و 1ما احتمال الحصول على  

 
فيكون عدد  13 والثالث 14 انيوالث 15الأول هو  السحبإن عدد النتائ  الممكنة للرقم الظاهر في 

15  العينة هو : عناصر فضاء 14 13 2730. 
 “ 1,2,3الحصول على الثلاثيّة المرتّبة  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  

1،  فاحتمال الحصول عليها يساوي 2730فرصة واحدة من أصل  1,2,3توافق النتيجة 

2730
. 

 “ 3و 2و 1الحصول على  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
 {(3,1,2),(2,3,1),(2,1,3),(3,2,1),(1,3,2),(1,2,3)}نلاح  ان الحدث الموافق هو: 
، فاحتمووووووووووووال وقوعووووووووووووه يسوووووووووووواوي 2730فوووووووووووورص للوقووووووووووووو  موووووووووووون أصوووووووووووول  6نلاحوووووووووووو  أنّ لهووووووووووووذا الحوووووووووووودث 

6 1

2730 455
. 

اختبار ثلاثة أسئلة كلّ منها مزوّد بأربعة إجابات مقترحة منها  في إحدى مسابقات التوظيف، يتضمّن 
 يُقرّر أحد المتقدّمين الإجابة عشوائيّاً عن الأسئلة الثلاثة. .واحدة صحيحة فقط

 حيحة ؟ما احتمال الحصول على ثلاث إجابات ص 

 ما احتمال الحصول على إجابتين صحيحتين فقط ؟ 

 الحل

 الحل
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عناصر فيكون عدد  4والثالث  4والثاني  4على السؤال الاول هو  للإجابةإن عدد الخيارات الممكنة 

4  فضاء العينة هو : 4 4 64. 
لى Tالصحيحة بالرمز  جابةللإإلى نرمز    F بالرمزالخاطئة  للإجابة، وا 

 “الحصول على ثلاث إجابات صحيحة  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
توافق النتيجة  T,T,T  1،  فاحتمال الحصول عليها يساوي 64فرصة واحدة من أصل

64
. 

 “بتين صحيحتين فقط الحصول على إجا ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
,توافق النتيجة  ,F T T  إجابات، بسبب وجود ثلاث 64وفق هذا الترتيب ثلاث فرص من أصل 

3خاطئة. فاحتمال الحصول عليها يساوي 

64
 

,توافق النتيجة  ,T F T  3فاحتمال الحصول عليها  .64وفق هذا الترتيب ثلاث فرص من أصل

64
. 

,توافق النتيجة  ,T T F  3فاحتمال الحصول عليها  .64وفق هذا الترتيب ثلاث فرص من أصل

64
. 

}وبالتالي الحدث الموافق هو:  , , , , , , , , }T T F T F T F T T 
3فاحتمال الحصول عليه يساوي   3 3 9

64 64 64 64
. 

ا اختبار عشرة أسئلة كلّ منها مزوّد بأربعة إجابات مقترحة منه في إحدى مسابقات التوظيف، يتضمّن  
 يُقرّر أحد المتقدّمين الإجابة عشوائيّاً عن هذه الأسئلة. .واحدة صحيحة فقط

 ما احتمال الحصول على عشرة إجابات صحيحة ؟ 

 ما احتمال الحصول بالضبط على تسعة إجابات صحيحة ؟ 

 
وهكذا فيكون عدد  4والثالث  4والثاني  4على السؤال الاول هو  للإجابةالخيارات الممكنة إن عدد 

10  عناصر فضاء العينة هو :

10

4 4 .... 4 4 1048576. 

لى Tالصحيحة بالرمز  للإجابةإلى  نرمز  .F الخاطئة بالرمز للإجابة، وا 

 “إجابات صحيحة  عشرةالحصول على  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
يها يساوي ،  فاحتمال الحصول عل1048576فرصة واحدة من أصل  T,T,Tتوافق النتيجة 

1

1048576
. 

 “الحصول بالضبط على تسعة إجابات صحيحة  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  

 الحل

 الحل
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,توافق النتيجة  , , , , , , , ,F T T T T T T T T T  بسبب 1048576ثلاث فرص من أصل وفق هذا الترتيب ،
3خاطئة. فاحتمال الحصول عليها يساوي  إجاباتوجود ثلاث 

1048576
 

& النتائ توافق  & & & & & & & &F T T T T T T T T T  ثلاث فرص من أصل
 :الحصول عليها يساوي ائ  وبالتالي احتمال الحدث الموافق لهذه النت،. 1048576

10

3 3 3 30
....

1048576 1048576 1048576 1048576
 

وضع صاحب الفندق  .ليلىصبيّان والصغيرة  ؛وثلاثة أطفال وأمٌ  قوامها أبٌ  أحد الفنادق عائلةٌ  نزل في  
أرسل الأب ابنته الفندق لجلب بعس اللوازم،  مغادرةفي سلة واحدة. وعندما رغب الأبوان  بطاقات تعريفهم

من صاحب الفندق بطاقتين، مدَّ الأخير يده  ليلىإلى صاحب الفندق كي تأتي ببطاقتيهما. وعندما طلبت 
 ثنتين منها.االخمس وأعطاها عشوائياً  إلى السلة التي تحوي البطاقات

 قتين في آنٍ معاً من السلة ؟سحب بطا ما هو عدد النتائ  المختلفة التي نحصل عليها عند 
 احسب احتمال كلٍّ من الأحداث الآتية: 
 .“لزوجينإلى ا تعود البطاقتان ”:  A الحدث 
 .“إلى الصبيين تعود البطاقتان ”:  B الحدث 
 .“ شخصين من جنس واحدإلى  تعود البطاقتان ”:  C الحدث 
 .“ شخصين من جنسين مختلفينإلى  تعود البطاقتان ”:  D الحدث 
 

 
للبنت ( لبطاقات  Gللصبي الثاني ،  2Bللصبي الاول ،  1Bللأم ،   Mللأب ،  Fمزنا )اذا ر  

 فضاء العينة هو : العائلة وبما انه لدينا بطاقتين للسحب معا في آن واحد فان
                    1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,F M F B F B F G B M B M G M B B B G B G  

 .10  عدد النتائ  الممكنة هو :وبالتالي 
 
 الموافق للمجموعة الجزئية “ وجينتعود البطاقتان إلى الز  ” A لنتأمّل الحدث 

  ,A F M 
1، فاحتمال وقوعه يساوي 10. نلاح  أنّ لهذا الحدث فرصة واحدة للوقو  من أصل من 

( )
10

P A  
 الموافق للمجموعة الجزئية “ تعود البطاقتان إلى الصبيين ” B لنتأمّل الحدث 

  1 2,B B B 

 الحل
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1، فاحتمال وقوعه يساوي 10لوقو  من أصل . نلاح  أنّ لهذا الحدث فرصة واحدة لمن 
( )

10
P B  

 وافق للمجموعة الجزئيةالم “ تعود البطاقتان إلى شخصين من جنس واحد ” C لنتأمّل الحدث 
        1 2 1 2, , , , , , ,C F B F B G M B B 

، فاحتمال وقوعه يساوي 10. نلاح  أنّ لهذا الحدث أربع فرص للوقو  من أصل من 
4 2

( )
10 5

P C  
 الموافق للمجموعة الجزئية “تعود البطاقتان إلى شخصين من جنسين مختلفين ” D لنتأمّل الحدث 

            1 2 1 2, , , , , , , , , , ,D F M F G B M B M B G B G 
، فاحتمال وقوعه يساوي 10. نلاح  أنّ لهذا الحدث ست فرص للوقو  من أصل من 

6 3
( )

10 5
P D  

 

شخصاً، حول أحد القوانين الصادرة حديثاً، فكانت  900أُجريَ بواسطة الهاتف استطلا  للرأي شمل   
 :ليالنتيجة على النحو التا

 
 أكمل الجدول الآتي : 

 ال أ                

     الن ع 
 المجم ع   ض ا الإجابة     م ا ق   م ا ق   

  0    جاف

   174 90 نساء

 900    المجم ع

 أراد صحفيٌّ كتابة تقرير عن الموضو  فأخذ رقم هاتف أحد الأشخاص المستطلَعين واتّصل به.
 ما احتمال أن يكون هذا الشخص موافقاً على القانون ؟ 

 ما احتمال أن يكون قد رفس الإجابة ؟ 

 ما احتمال أن يكون رجلًا موافقاً على القانون ؟ 

 

 

 رجال
 نساء

 غير موافقين موافقون

75%

40%
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امرأة  90من النساء موافقات يقابلهن  % 25في الدائرة التي تقابل الاشخاص الموافقون لدينا   

3من الرجال موافقون ويقابل ذلك   % 75فيكون  90 270   رجل. 
من النساء غير موافقات يقابل ذلك   % 60في الدائرة التي تقابل الاشخاص غير الموافقون لدينا 

174من الرجال غير موافقين فيقابل ذلك   % 40امرأة ولدينا   174 40
116

60


 رجل. 

116فنجد عدد الرجال الكلي :  270 386    
90وعدد الاشخاص الموافقون  270 360   

116وعدد الاشخاص غير الموافقين          174 290  
900ء الكلي وعدد النسا 386 514  

وعدد النساء الرافضات للإجابة   514 174 90 250   

 يصبة الجدول كالآتي :        
 ال أ                

     الن ع 
 المجم ع   ض ا الإجابة     م ا ق   م ا ق   

  386 0  116  270  جاف

  514  250 174 90 نساء

 900  250  290  360 المجم ع

 “الشخص موافقاً على القانون  أن يكون  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
360يساوي  هذا الحدث. فاحتمال 900من أصل  360الموافقين على الاجابة هو الأشخاصوعدد  2

900 5
  

 “أن يكون قد رفس الإجابة  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
5. فاحتمال هذا الحدث يساوي 900من أصل  250الرافضين للإجابة هو شخاصالأوعدد 

900

2 0

8

5

1
  

 “اً على القانون أن يكون رجلًا موافق ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
270. فاحتمال هذا الحدث يساوي 900من أصل  270الموافقين هو الأشخاصوعدد  3

900 10
  

نسمة، للوقوف على مدى  40000محافظة عدد سكّانها  أجرت شركةٌ للاتّصالات تحقيقاً إحصائيّاً في  
 رضا السكّان عن خدماتها. قُسّمت المحافظة إلى ثلاث مناطق : مركز المحافظة والضواحي والريف.

 أظهر التحقيق المعلومات الآتية :
  من السكّان في مركز المحافظة.  %10يقطن 

 غير راضين عن الخدمات. %6.25القاطنين في الضواحي هناك  %60ل نسبة من أص 

 الحل
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 .في الريف، يبلغ عدد السكّان الراضين عن الخدمات خمسة أضعاف عدد غير الراضين عنها 
  10تبلغ النِّّسبة المئويّة لغير الراضين في مجمل المحافظة%. 

 أكمل الجدول الآتي: 
 ال يف الض احي الم كز 
     اض

         اض

 سألنا أحد سكّان المحافظة.
 ما احتمال أن يكون هذا الشخص من سكّان الريف ؟ 

 مات الشركة ؟ما احتمال أن يكون راضياً عن خد 

 
    40000عدد سكان المحافظة  

عدد القاطنين في المركز هو : 
10

40000 4000
100

 

عدد القاطنين في الضواحي  هو : 
60

40000 24000
100

 

:  عدد القاطنين في الريف هو 40000 4000 24000 12000   

هو :  الضواحي ان عدد غير الراضين في 
6.25

40000 1500
100

  

ان عدد غير الراضين في المحافظة هو :  
10

40000 4000
100

   

في الريف، يبلغ عدد السكّان الراضين عن الخدمات خمسة أضعاف عدد غير الراضين عنها. نفترس أن 
5ومنه    nراضين عدد غير ال 12000n n   6وبالتالي 12000n  2000أيn  

: نه عدد غير الراضين في المركز هووم 4000 1500 2000 500   

 المجم ع ال يف الض احي الم كز 
 36000 10000 22500 3500  اض

 4000 2000 1500 500      اض

 40000 12000 24000 4000 المجم ع

 “أن يكون هذا الشخص من سكّان الريف  ”إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث 
12000. فاحتمال هذا الحدث يساوي 40000من أصل  12000في الريف هو الأشخاصوعدد  3

40000 10
  

 “أن يكون راضياً عن خدمات الشركة  ” إنّ المطلوب هو حساب احتمال وقو  الحدث  
9. فاحتمال هذا الحدث يساوي 40000من أصل  36000في الريف هو الأشخاصوعدد 

40000

3 000

0

6

1
  

                                                     

 الحل
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